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Intéret del’étude des interactions
rayonnement-matiere

Mécanismes

Les interactions entre divers types de rayonnement et les atomes (noyaux, nuages

électroniques ou bandes électroniques,...) qui constituent la matieére (le plus
souvent condensée) permettent de sonder la structure (ordre cristallographique,
éventuellement ordre magnétique) et les propriétés (conductrices, magnétiques,
acoustiques, etc...) des matériaux.

Tableau 1.1 Les cas les plus fréquents de rayonnements employés pour étudier
la matiere condensée (la dernitre colonne n’est pas ordonnée par rapport aux deux

premiéres).

Rayonnement Mécanisme d’interaction Matiere

RX vibrations forcées solides cristallins
des charges solides amorphes

électrons interactions quasi-cristaux
électrostatiques liquides

neutrons interactions nucléaires surfaces

et/ou magnétiques

i) Pour les RX, l'essentiel de linteraction est di aux nuages électroniques
des atomes cibles. Classiquement, on considére les vibrations forcées des
électrons élastiquement liés (modéle de Thomson) qui produisent une onde
électromagnétique de méme fréquence (diffusion Rayleigh & basse fréquence,
diffusion Thomson & haute fréquence, fluorescence dans le régime intermédiaire).
A haute fréquence, dans le régime Thomson, on néglige ’énergie de liaison des
électrons, traités comme libres. A basse fréquence au contraire c’est le régime
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Rayleigh et la fluorescence se produit & la résonance entre fréquence excitatrice
et fréquence propre de vibration électronique.

En mécanique quantique, I’hamiltonien atomique est de la forme

1
H, = Z %(pe_ — qA)2 + ... = H, + perturbations,

€

H0|<Pn> = En"Pn>

qui produit des termes du type
- terme paramagnétique : |¢ |p,A/m,
- terme diamagnétique : |g,|*|A[>/2m,...
A = A(r,t) est le potentiel de l'onde incidente et ¢ = —|g.| la charge

électronique. Si l'on tient compte du spin de 1’électron, il convient d’ajouter

un terme d’interaction en %g%ﬁa’.B. Le terme paramagnétique traité au

second ordre en perturbation explique la diffusion élastique Rayleigh alors
que le terme diamagnétique au premier ordre est responsable de la diffusion
Thomson. Les phénomeénes inélastiques d’absorption - émission sont représentés
par le terme paramagnétique au premier ordre. Des phénomenes tels que 'effet
photoélectrique (dans 1'UV) requiérent un état final ionisé possédant moins
d’électrons que I’état initial, neutre. A trés haute énergie (dans le domaine X), on
est dans le régime de diffusion Compton ou un électron est éjecté emportant un
excédant d’énergie perdu par le photon diffusé et au-dela intervient le régime
de création de paires électrons - positrons. Dans une expérience, ’ensemble
de ces phénomenes se produisent simultanément, leurs importances respectives
dépendant du domaine d’énergie. Le traitement peut se faire & différents niveaux
d’approximation :

- théorie semi-classique (atome quantifié (la notion de niveaux d’énergie est
capitale pour la compréhension de mécanismes tels que I’absorption et
I’émission) - rayonnement classique). L’état (propre de H,)) de 'atome passe
au cours du processus d’un état initial & un état final d’énergie différente :
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Tableau 1.2 Approche semi-classique de I'interaction rayonnement électromagnétique-
atome.

état initial état final
atome pi(r) = (rlps), E;  —  ¢5(r) = (rley), Ef
rayonnement wi, k; — wy, ky

En général E; est diffiérent de E; , mais la conservation de I’énergie impose

E

lor)

- théorie quantique (le champ électromagnétique est également quantifié, ce
qui permet d’élucider des questions liées a la cohérence ou & 1’émission
spontanée). L’état du systéme inclut cette fois 'atome et le champ :

Tableau 1.8 Approche quantifiée de l'interaction photon-atome.

état initial état final
systeme  [i) = I90) ® nger) = 1) = leg) ® Inije,)
E; + hwy, — E; + hwkf

Ici, ny,., représente le nombre de photons dans le mode incident de vecteur
d’onde et de polarisation déterminés.

L’outil de base dans les deux cas est la régle d’or de Fermi (qui permet d’étudier
les transitions induites par des perturbations (ici A(r,t)) dépendant du temps).

Pour les électrons, c’est l'interaction coulombienne qui domine (avec le nuage
électronique et le noyau) au travers de termes de la forme
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U(I') = _|qe‘¢at(r)’

Py =~ (Z1aJ5@) — la.In(v)),
0

n(r) = |- (r)[*.

Le traitement repose sur la théorie de la diffusion (approximation de Born pour
les perturbations faibles, méthode des ondes partielles pour les perturbations
sphériques). Dans ces théories les particules incidentes sont représentées par une
onde plane ¢, (r) et les particules diffusées par une onde émergeante 1, (r).
La diffusion est caractérisée par une onde sphérique sortante modulée par une
amplitude de diffusion

eik:r

P (1) = @i (1) + fir (0, ) .

On rencontre pour lamplitude de diffusion des notations assez diverses,
2

notamment fi ., f(6,¢), % ou A(f,¢). Une sophistication supplémentaire

(hors de propos ici) consiste & quantifier le champ électronique incident comme
on I’a fait pour les photons.

iii) Pour les neutrons, I'interaction forte a lieu avec le noyau. Le caracteére localisé
simplifie le traitement dans 'approximation de Born,

R 27R’
~ 2ma? mb?’

U(r) =0,

ou b est une amplitude de diffusion et a le rayon du noyau. Le moment
magnétique du neutron permet aussi une interaction magnétique avec le spin
atomique ou nucléaire.

Sonder la structure de la matiére

Ce sont des phénomenes de diffraction qui sont mis en ceuvre : la cohérence de
phase entre faisceaux (de RX par exemple) réfléchis par les plans cristallins conduit
a des maxima dans les conditions de Bragg

2dsinf,, = nA

i) La mesure des 6, (connaissant A\) donne les distances entres plans atomiques
responsables de la diffraction. Pour la lumiere (RX), A = ¢/v. Pour les électrons

ou les neutrons, A = h/v/2mE. Ce sont des processus élastiques (conservation de
Pénergie cinétique et de I'intégrité des particules mises en jeu).

p = hk,
FE = hw.

Pour les RX, on a la relation de dispersion

E =|plc ou w=c|k|
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Pour les électrons ou les neutrons, on utilise la relation de dispersion des particules
massives

E=|p|*/2m ou w = hlk|*/2m.

La diffraction permet essentiellement de déterminer la distribution spatiale des
centres diffuseurs. A haute résolution (grandes valeurs de |k| dans I’espace réciproque
pour accéder & de petits détails dans l'espace réel), cela permet par exemple de
déterminer les densités de charges, voire dans le cas de la diffusion magnétique, des
densités de spin.

Sonder les propriétés de la matiére

Ce sont les processus inélastiques (spectrométrie) qui sont cette fois mis en jeu. Une

partie de ’énergie des particules incidentes sert & créer des excitations élémentaires
(phonons, magnons,. . . caractérisés par une pulsation €2 et un vecteur de propagation
k) dans le milieu :

p =p + Ik,
E=FE +hQ.

Connaissant p et E, les mesures de p’ et E' donnent acces & k et Q et permettent de
reconstruire point par point la relation de dispersion des quasi-particules (neutrons
thermiques), ou au moins leur densité d’états s’il n’y a pas de résolution spatiale
(photons IR), et dans ce cas la densité d’états résulte de 'intégration des relations
de dispersion dans 1’espace des k.

Ordres de grandeur et sources de rayonnement

i) Rayons X : dans le domaine optique, ce sont essentiellement les transitions
atomiques radiatives qui produisent le rayonnement. Dans le domaine X, les raies
intenses des sources standard proviennent des transitions atomiques radiatives
de niveaux profonds (RX) ou des transitions nucléaires radiatives (Ry utilisés par
exemple en spectrométrie Mossbauer). Le fond continu des lampes X provient
du rayonnement de freinage. Dans les synchrotrons dédiés a la production de
rayonnement (LURE, ESRF, Soleil...), on met & profit le rayonnement de freinage
pour disposer de sources continues, intenses et polarisées de RX. Les ondes radio
sont produites par des courants alternatifs dans des antennes.

Ordres de grandeur : Avec 1 eV = 1.6 1071°J, soit E (en J) = 1.6 1071°E (en eV)

et A (en m) = 107°) (en A), E = hc/), donne

E (eneV) = %, A (enA):

12.41
E (en keV)’

ii) Electrons : la production se fait simplement par filaments chauffés. En raison
de la charge électrique, la focalisation et la détection sont faciles. L’inconvénient
correspondant est 'impossibilité de travailler sur des matériaux massifs (réflexion
ou transmission sur lames minces).

Ordres de grandeur : dans le cas non relativiste, A = h/|p| et E = |p|?>/2m
donnent E = h?/2mM\2, soit

E (eneV) = %, A(en A) = \/%.
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Avec les microscopes commerciaux les tensions accélératrices sont de 100 keV
soit A ~ 0.04 A.

iii) Neutrons : les neutrons sont produits dans des réacteurs nucléaires (ILL a
Grenoble, ORPHEE & Saclay), généralement thermalisés dans le graphite ou
I’eau lourde. On obtient alors une distribution d’équilibre du type maxwellienne.
Les neutrons interagissent tres faiblement avec la matiere. On les détecte
par calorimétrie ou grace & des réactions nucléaires produisant des protons,
susceptibles par l'intermédiaire de leur charge, d’ioniser un milieu et donc de
produire des charges détectables. Leur moment magnétique est un atout pour
I’étude des structures magnétiques.

Ordres de grandeur : comme pour les électrons, on a

0.0817 0.28
E(en eV):m, /\(en A):m

Pour analyser les excitations élémentaires dans les solides (phonons, magnons,

etc,...) il faut des énergies de 1'ordre de 10! — 10? meV, soit pour des photons des
longueurs d’onde de I'ordre de Ajz >~ 100 um, pour les électrons, des valeurs proches

de A\,- ~ 100 A et pour les neutrons, A, >3 A. On constate que dans le cas des
neutrons, c’est de l'ordre de grandeur des distances interatomiques de sorte que
les neutrons permettent dans une méme expérience de relier la structure (c’est-a-
dire la distribution spatiale des centres diffuseurs) a la dynamique (dynamique des
excitations élémentaires). Avec les photons, il faut un rayonnement X pour analyser
la structure alors que c’est le domaine IR qui est adapté a I’étude de la dynamique.
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Notions de relativité

Quadrivecteurs
La théorie de la relativité repose sur ’expression d’un invariant quadridimensionnel,

ds? = 2 dt? — dz? — dy® — d2°,

analogue & l'expression du théoréeme de Pythagore qui donne la distance (ici
infinitésimale) entre deux points de I’espace euclidien. Les signes — qui apparaissent
traduisent la nature un peu différente de I'espace-temps de la relativité (on parle de
métrique de Minkowski). Pour permettre une généralisation de cet invariant & des
espaces quelconques (ou simplement en restant dans Pespace de Minkowski, mais
en travaillant avec les coordonnées locales et non plus cartésiennes), on introduit
la notion de tenseur ou plus simplement d’abord de quadrivecteur contravariant
(ou tenseur de rang 1 contravariant). En coordonnées cartésiennes, les composantes
contravaraintes du quadrivecteur sont simplement les composantes ordinaires, par
exemple dz* = (cdt, dz, dy, dz) et le jeu de 4 composantes V' z#, u = 0,1,2,3
forme un quadrivecteur si ces 4 composantes obéissent par changement de référentiel
inertiel ® 4 la transformation de Lorentz :

w )7 v
z# = A", z",

(1) Un indice grec, pu par exmple, court sur quatre valeurs, de 0 & 3. La composante 0 est aussi

appelée composante temporelle et les trois autres composantes sont les composantes spatiales (on
utilise parfois un indice latin, 7 par exemple, qui court alors de 1 & 3, ou bien la notation vectorielle).
®) par défaut, le changement de référentiel inertiel est toujours tel que le référentiel R’ se déplace
a la vitesse u = Bc parallélement & l'axe 1 (axe Oz, commun & Oz') par rapport au référentiel R.
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ou la matrice de transformation de Lorentz est définie par

Y

| -8y v

A%SI=1 0" o 1 o
0o 0 0 1

Il est trés important de noter quelques regles de lecture de la transformation ci-
dessus : Lorsqu’un méme indice apparait comme c’est la cas ici en position haute
et basse (on parle de positions contravariante et covariante), cela signifie qu’une
somme sur les quatre valeurs permises pour cet indice est sous-entendue. C’est la
convention de sommation des indices muets d’Einstein qui allege considérablement
Pécriture. On dit que l'indice est contracté, il a donc explicitement disparu de
I’expression considérée aprés sommation. Pour le reste, on doit voir apparaitre des
deux cotés de 1’égalité les mémes indices non contractés dans les mémes positions,
contravariantes ou covariantes. L’introduction de la matrice de transformation
A*, est une commodité d’écriture. Si 'on note de maniére trés générale qu’au

quadrivecteur ¥ exprimé dans R, il correspond un quadrivecteur z'# exprimé dans
R', et que celui-ci est une fonction de z¥, alors, si la transformation de 'un & ’autre
est linéaire, le développement de Taylor de z'#(z") ne laisse subsister que le terme
du premier ordre,

oz'#
T Oz

14

' V.

Pour que l'indice v soit en bonne position (covariante), on écrit aussi

a_

ozv Y

ce qui définit la dérivée covariante, 0, = (%%, V). La justification d’un indice “en

bas” est la suivante : une grandeur scalaire () fonction des coordonnées d’espace-
temps varie d’une quantité 6QQ = 597%630“ si les coordonnées varient. Pour assurer
que 0@ soit un scalaire, il faut contracter I'indice u et donc le terme C,‘?T% doit avoir
un indice covariant, c’est-a-dire s’écrire comme 0,,Q).

L’origine de la transformation de Lorentz est & chercher dans la nécessité de
trouver une loi de transformation des composantes spatio-temporelles qui généralise
celle de Galilée,

ct' =ct
' =—Bct+x
Yy =y
2=z

devenue inacceptable car elle ne préserve pas la forme des équations de Maxwell
et n’assure donc pas l'invariance des phénomenes liés a I'électromagnétisme par
changement de référentiel inertiel. La généralisation cherchée doit étre linéaire afin
d’assurer que si le principe d’inertie est satisfait dans un référentiel donné, il le soit
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automatiquement dans tout autre référentiel en translation uniforme par rapport
au premier. De plus les composantes transverses doivent étre inchangées dans la
transformation ) | on écrit donc en toute généralité

ct' = Dct — Ex

z' = —ABct + Bz
ce qui conduit & la transformation des vitesses sous la forme v'/c = %’c%’gf.
Appliquée a l'origine de R’ (v = 0 et v = u), a origine de R (v' = —u et v =0) et
a la lumiére (v/ = v = ¢), on obtient trois contraintes soit,

ct' = A(u)(ct — Bzx)

z' = A(u)(—pct + )
La quatriéme contrainte est assurée par la condition A(—u) = A(u) (le signe de la

vitesse est pris en compte dans /), ce qui fait qu’en combinant cette transformation
a la transformation inverse on obtient

() =a0 (2 7)(2)
~anco (2 1) (3 ()= (%)

qui impose A(u) = vy = (1 — g2)~1/2.

Ayant maintenant défini un quadrivecteur contravariant comme la donnée de 4
composantes qui se tranforment par changement de référentiel inertiel conformément
a la transformation linéaire de Lorentz, on peut construire une norme a ce
quadrivecteur, qui s’avere invariante par changement de référentiel inertiel, ce qui
lui confere un role privilégié dans la théorie de la relativité. Reprenons le cas de
I'intervalle. On a défini dz# = (cdt, dr) et ds? = (cdt)? — |dr|?. Introduisant les
composantes covariantes associées a dz*, soit

dz, = (cdt,—dr),
on peut écrire
ds’ = dz, dz* = (cdt)” — | dr|”.

On introduit encore le tenseur métrique qui fait passer des composantes
contravariantes aux composantes covariantes,

9w dz# = dz,,

ds* = 9y dz* dz”

1 0 0 0
{0 -1 1
bwl=10 o -1 o

0o 0 0 -1

) On note r les coordonnées transverses & u. La seule transformation acceptable est de la forme

r = K(u)ry avec K(0) =1 et K(—u) = K(u) (ce sont des coordonnées transverses). On a donc
v = K(u)r; = K(—u)K(u)r'|, soit K(—u)K(v) = K?(u) =1, ou en définitive K (u) = 1.
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en coordonnées cartésiennes. On joue avec 9, ou g"” pour élever ou abaisser des
indices, par exemple pour transformer les composantes covariantes

ox'
/ v M
=AYy, = —"x
I v v
oz,

avec A ¥ =g,,9"" A’ , ce qui revient a préserver la composante si 'on éleve ou 'on
abaisse une composante temporelle et & changer le signe s’il s’agit d’une composante
spatiale. Il est clair que toute contraction (norme) d’un quadrivecteur, A4, A* définit
un scalaire invariant par transformation de Lorentz.

Tenseurs

On généralise les notions précédentes & des objets ayant davantage de composantes.
Ainsi par exemple, le jeu de 16 composantes A*” obéissant par changement de
référentiel inertiel & la transformation

AIMV — A,uaAuTAo"r

définit un tenseur de rang 2 deux fois contravariant. De maniére équivalente, le
tenseur deux fois covariant associé se transforme comme

! _ ag T
A, =MNATA L

et un tenseur mixte, comme
v _ oAV T
A =AAN AT

Il est bon de noter que tout objet muni d’indices ne forme pas nécessairement un
tenseur. Par exemple A¥, caractérise un changement de référentiel, mais pas une

quantité physique dans un référentiel donné. De méme, la loi de transformation
étant linéaire si un objet n’a que des composantes nulles dans un référentiel inertiel,
il doit en étre de méme dans tous s’il s’agit d’un tenseur.

Définition des grandeurs physiques et expression covariante des lois
physiques

Pour définir une quantité physique dans le formalisme tensoriel, il est naturel
de partir d’une expression classique, par exemple vectorielle, puis d’en chercher
la généralisation évidente sous forme de quadrivecteur. On peut ensuite écrire
explicitement les composantes du quadrivecteur pour leur donner un sens. On obtient
du méme coup la loi de transformation des composantes et des invariants (par
contraction) qui peuvent s’avérer trés utiles. Prenons le cas de la vitesse,

dr _dz#

=— — vt=—-,
VT I v Ty

Le temps n’étant plus un invariant, on a choisi de paramétrer la trajectoire (on parle
de ligne d’univers) par le temps propre, tel qu’il s’écoule dans le référentiel propre
de I'objet d’étude, défini par

ds® = dz, dz* = cdr?, dr = dt\/1 — |v|?/c?
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La quadrivitesse v* est bien un tenseur de rang 1 car z* en est un et 7 est un

invariant. Ses composantes, ¢-3£ et 4€ ou encore
» Y dr dr

vt = (ye,yv), v = (1 |v]}/E)"2

se transforment comme v'* = A* v¥, ce qui conduit notamment & la loi habituelle

de composition des vitesses qui remplace celle de Galilée. L’invariant associé est
dz, dz* 9
b= Z2p 4T
UMU dT dT . C ’ P e . 7 . . I -
On peut maintenant généraliser p = mv pour définir le quadrivecteur énergie-

impulsion,
p* = mv* = (yme,ymv)

dont la premiére composante est homogene & une énergie divisée par ¢, p® = E/c et
de sorte que I'on ait d’une part la loi de transformation, p’* = A# p” et d’autre part
I'invariant trés important,

p " = E*[¢ — |p]” = m’c.

Cette quantité est utile en particulier dans 1’étude des collisions, ou la quadri-
impulsion totale se conserve. Traitons 1’exemple de 1’effet Compton. Un photon
incident @ | p#* = (|p|,p), arrive sur un électron au repos dans le référentiel de
travail, ¢* = (mc,0). Apres collision, le photon a une impulsion P# = (|P|,P) et
Pélectron Q* = (yme, ymv). L’équation de conservation p + g = P# 4+ QM s’écrit
aussi Q* = p* + g* — P* et l'invariant associé vaut

Q.Q"=p,p"+q,¢"+P,P"+2p,¢" -2 p,P" —2q,P".
N N N N~ —— —— ——
m2c? 0 m2c? 0 me|p| |p|-|P|—p-P mc|P|

On en déduit

me(|p| - [P]) = |p|-[P| —p-P
11 1

T %(1 — cos(p, P)).

Exprimées a l'aide des tenseurs, les lois physiques prennent une forme dite
manifestement covariante car leur validité est assurée dans tout référentiel inertiel,
moyennant les régles de transformation des tenseurs. Un exemple est fourni par la
généralisation de la loi fondamentale de la dynamique que I'on écrit

do#

Bkl 97
de

ol ®# définit la quadri-force, ®* =y (E/c,p), soit * = 24E et ¢ = 7% = 1F.
La loi de transformation s’ensuit également, ®# = A ®".

) Le photon ayant une masse nulle, pup? = 0 entraine E = |p|c.
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Formulation covariante de 1’électromagnétisme

Les lois de I'électromagnétisme prennent également une forme plus élégante et
compacte & I’aide de la notation tensorielle. Commencons par la loi de conservation
de la charge,

dp
divj+ — =0.
I o
Si elle vaut pour un systéme donné étudié dans un certain référentiel, on souhaite
évidemment qu’elle soit vraie aussi pour tout autre observateur. La forme de cette
équation suggere 'introduction du quadrivecteur j* = (pc,j), qui n’est rien d’autre
que la généralisation de j = pv de sorte que

Le fait que cette expression soit une contraction nous assure de sa validité dans
tous les référentiels inertiels. C’est une expression manifestement covariante. Pour
les potentiels on proceéde de maniére analogue. On sait que les équations de Maxwell
dans le vide,

divB =0
0B
tE= -2
ro 8‘[;

. JE
rot B =y + eoto o,

et la relation entre champs et potentiels,

= 0A
B=—Vo—

B =rot A.

entrainent les équations de propagation des potentiels,

- 1 0’A 1
2
A2
v c? Ot? 6002']
- 1 0%¢
2 _
Vo= agr — Pl

si 'on impose la jauge de Lorenz-Lorentz

190

leA.+CZE =

0.

&) Cette relation, trés importante puisqu’il s’agit d’une jauge covariante, est due au danois

Ludvig Valentin Lorenz, mais elle fut popularisée par un quasi-homonyme, le physicien hollandais
incontournable, Hendrik Antoon Lorentz, auquel 'usage en a attribué la paternité.
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La forme méme de la jauge de Lorenz suggére I'introduction d’un quadripotentiel
Af = (¢/c, A)

de sorte qu’elle apparaisse comme une contraction invariante,

10 (¢ i
b= — =
GMA e <C>-|-d1vA 0.

Les équations de propagation s’obtiennent de méme de maniére covariante au moyen
de V'opérateur d’Alembertien,

10 =
8p_(zaﬁv)
10 =
w_— (.
= (i 5,-9)
19 o
00" = (G gV

soit
B,0M A = o,y = 1)y

On cherche ensuite a définir un tenseur représentant le champ électromagnétique
(qu’on appelle souvent tenseur de Faraday). On sait que A* est un 4-vecteur. Par
ailleurs la relation B = rot A contient des termes de la forme

— aAz 8Ay

B =
e dy 0z

qui suggerent de définir un tenseur de rang 2 antisymétrique

FHY = gl AY — 9" A¥.

On a trivialement des zéros sur la diagonale, F% = F% = (et F*¥ = — F"* ou encore
F, = —F,,. Les composantes non nulles du tenseur deux fois contravariant

s’expriment explicitement en fonction des champs E et B.

() Le tenseur deux fois covariant
Fp,u = gp,a'guTFaT

s’en déduit en conservant le signe de Fpg = F90 et des composantes purement spatiales, F;; = Fi
et en changeant le signe des composantes mixtes Fo; = —F% :

0 Ez/c Ey/c E./c
(B = | Eele 0 —B: By
wi=\ _E,Jc B, 0 -B,
—E./Jc -By B, 0
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v 7
FHY — gl AY — ¥ AP = %_%
oz, Oz,
0 —E,/Jc —E,Jc —E,/c
. E,/c 0 -B, B,
1=1E,c B, 0 -B,
E,/c -B, B, 0

On définit également un tenseur champ électromagnétique dual ”

Utilisant les régles de transformation des tenseurs, on obtient aisément les
transformations des champs électromagnétiques par changement de référentiel
inertiel. F'#¥ étant un tenseur de rang deux, deux fois contravariant, il se transforme
par définition selon

F'™ = AF_AY_Fo7,
et sous forme condensée on écrit :
E| =E,
=By
I =7 (EL+B.,cAB)
L =7%BL—(Bu/c) NEY).

En réalisant des contractions sur tous les indices, on obtient les invariants du
champ électromagnétique :

1. 1_.,
- S F*"F,, = E?/c* — B?, —; " F,, =B B/c.

(M) Celui-ci est formé au moyen du tenseur de Levi-Civita

—1 si permutations impaires

+1 sip,v,0,7=0,1,2,3 et permutations paires
HVIT —
0 si deux indices ou plus sont égaux

En particulier on a €yvor = —€*¥?7. On définit le tenseur dual Fm¥ par la contraction
i1 1 nrvoT
F = 56 FgT.

Ses composantes s’obtiennent & partir de celles de F*¥ en changeant E/c en B et B en —E/c :

0O -B, -B, -B.
- B 0 E./c —Ey/c
pvy x z y

[F*¥1=1\ B, —E.;e 0 Eq/ec

B, Ey/c —Eg/c 0.
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Pour obtenir les équations de Maxwell covariantes, construisons les quantités
0,F"". Pour v =0, on a

0, F" = 8 F® + 8, F'" + 0,F* + 0, F*

0 0 0
=0+ %(Em/c) + a_y(Ey/c) + a(Ez/C)
1 1
= —di E = —
- div 6062pc
= ,Uojo-

Pour v = 1, on a de méme

0, FH = 0y F + 8, F'" + 0,F*" + 9, F*

10 0 0
1 0E,
:,u’Ojla

et les deux derniéres composantes spatiales s’en déduisent par permutation. On a
donc

8, F" = pyj”, (2.1)
expression qui regroupe les deux équations de Maxwell avec sources,
divE = L4
€o
(2.2)
1 OE

tB— = = u,j.
ro 2ot M

Le second couple d’équations de Maxwell s’obtient plus aisément apres
I'introduction du tenseur champ électromagnétique dual. Examinons la contraction
0,F". Pour v =0, on a

110 7700 10 7120 7130
0, F'" =0y F" + 0 F'" + 0,F + 03 F
0B 0B 0B
=0+ 5+ L+ 2
or oy 0z
= div B.

Pour v =1, on a de méme

0, = 8, + 0, F" 4 9, + 0,

10 0 0
= EE(_B‘”) +0+ a_y(_Ez/c) + &(Ey/c)
=195, _ l(rot E)u,.

c Ot c
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On en déduit I’expression unifiée du second couple d’équations de Maxwell, les
équations sans second membre,

—_—
0, =0. (2.3)
Les équations de Maxwell manifestement covariantes s’écrivent donc :
0, " = poi,

_ (2.4)
8, FH" = 9, F" + 0, FM 4 9, F"” = .
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3

Rayonnement de la charge accélérée

Charge en mouvement uniforme

On considere le cas d’une charge ¢ animée d’un mouvement & vitesse constante
v dans un référentiel inertiel R. On se propose de calculer les champs E et B par
transformation de Lorentz. La vitesse de la particule définit 'axe Oz, v = vX. Dans
le référentiel R’, solidaire du mouvement de la charge et dont les axes coincident &
un instant donné avec ceux de R, le champ est purement coulombien,

/

q T

= ’
47r€0 T

B'(r') = 0.

E'(r)

On sait par ailleurs passer des coordonnées exprimées dans R’ & celles dans R par
une simple transformation de Lorentz, puisque ces deux référentiels sont inertiels,

SRS
Il

de méme que I'on sait transformer les composantes des champs,
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B, =B,
E, =7(E, + fcB,)
B, - B,
By, =v(B, + (B/c)E,)
B, =(B, - (B/0)E,).

Calculons alors les composantes des champs dans R & I'instant ¢ = 0. Pour cela on
exprime les transformations inverses,

E, = E;
E, =~(E, + BcB;)
Ez = ’Y(E; - IBC‘B’;)

avec les composantes de B’ nulles, soit

q e
E =E =
e T dmey (V2?4 y? + 22)3/%
q Y
E, =+qE =
y ~ Thy 747r€0 (V222 + y? + 22)3/2
E, =B, =y :

- 747r£0 (V2?4 y? + 22)3/%

Si I'on note @ I’angle entre v et la direction d’observation, z = rcosf, y*> + 2> =
r2 sin’ 6, soit

V2z? + 1yt + 2% = 4% (1 — B sin®0)
et on peut écrire vectoriellement

_q (1-p)r
E(r,0) = ey 131 — s 032" (3.1)

On constate que le champ électrique est centré sur la position instantanée de la
charge, sans effet de retard, ce qui est remarquable et qu’il est coulombien & 1’ordre
dominant.

Le calcul du champ magnétique est plus simple si ’on utilise la forme vectorielle
de la transformation des champs,

B =y(B, —(8/c) AE,) =0,

soit

1
BJ_:(ﬂ/c)/\EJ_zgv/\E.
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On a aussi Bh =B, = 0, d’on

1
Bz(,B/c)/\Ez;v/\E.

Calcul approché du champ électrique rayonné

Une méthode simplifiée de caclul du champ électrique rayonné par la charge
accélérée, due & Thomson, est basée sur le résultat précédent, & savoir que dans
la limite faiblement relativiste, le champ électrique est coulombien et centré sur la
position instantanée de la charge. On considére alors la charge immobile & 1’origine
a t = 0. Elle subit une accélération a constante pendant la durée infinitésimale At,
acquiert ainsi une vitesse v = aAt a laquelle elle se déplace & vitesse constante
Lf'u|squ’au temps ¢ auquel on calcule le champ. On se place dans la limite At < ¢ et
a|At K c.

A des distances inférieures & r = ct (dans une sphére d’information), le champ est
coulombien et centré sur la position actuelle de la charge comme on I’a dit. On note
u etuy les vecteurs unitaires parallelement et perpendiculairement & la direction

d’observation (on introduit aussi les notations u,. et u,). On a ainsi

N q
I Amegr?’

Au-dela de la distance c(t+At) ~ ct, le champ est également coulombien, mais centré
sur la position originale de la particule car I'information qu’elle a été accélérée n’est
pas encore parvenue dans cette région. Une simple construction géométrique illustrée
sur la figure ci-dessus conduit a la régle de proportionalité

E, a tAt
E, eAt
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soit & 'ordre dominant

a
EJ_ = g Jéa
dmey e

que l'on écrit en général en fonction de I’accélération retardée, puisqu’a I'instant ¢
la charge n’est plus accélérée,

o 4 a1/
L dre, rc2 '

Le champ rayonné est polarisé dans le plan (a,n) (ici n = r/r représente le vecteur
unitaire dans la direction d’observation) et bien entendu perpendiculairement & n.
Il est ainsi porté par n x (n X a), soit

g nx(nxa) ¢ rx(rxa)

Ep = 5

dme, rC

dre, r3c?

L’aspect rayonnement est illustré par la figure ci-dessous qui représente le
développement temporel de la composante a, tAt et sa dépendance angulaire (ici,
At est totalement négligé).

Quadripotentiel associé 4 la charge en mouvement arbitraire

On considére une charge ¢ animée d’un mouvement arbitraire par rapport a un
observateur situé en r;. A I'instant ¢, (mesuré dans son propre référentiel), le champ
électromagnétique ressenti est celui de la charge lorsqu’elle était a la position retardée
r,(t,) telle que

It4(t,) = xo| = ety = 1,)
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en raison de la vitesse finie de propagation des interactions électromagnétiques.
On introduit pour la suite la mnotation R(t,) = r,(t,) — ry et la notation
quadridimensionnelle associée, R_(t,.) = (c(t, —t,), —R(t,)). Ce quadrivecteur est
par définition du genre lumiére, puisque

Ra(t'r)Ra(tT) = CQ(tO - tr)Z - |R(tr)|2

Dans la notation tensorielle, on appelle z la quadriposition de I'observateur et z#(t)
celle de la charge.

(1)

Pour trouver la forme du quadripotentiel A*(z¥) au point r, ¢, dans le référentiel
lié a4 l'observateur, on utilise la covariance des expressions tensorielles, c’est-a-dire
que l'on se place tout d’abord dans le référentiel propre de la charge (le temps
propre dans ce référentiel R’ qui accompagne la charge dans son mouvement
est noté 7 et les quantités exprimées dans ce référentiel sont notées avec des
primes) ou le quadripotentiel prend une expression simplifiée, puisque seule la
partie temporelle est non nulle. On exprime cette partie temporelle sous forme
manifestement covariante (c’est-a-dire comme un tenseur contravariant de rang 1) et
Pexpression correspondante dans le référentiel original en découle immédiatement.

Dans le référentiel propre de la charge, le quadripotentiel se réduit & la partie
électrostatique, soit

q 1

/ / - 4 =
P10 ™) = e R

Comme on a dans R', tout comme dans R d’ailleurs,
R, (r,)R"(r,) = (g — 7,)* — |R'(7,) [,
ot R'?(1,) = (c(ry — 7,.), R'(7,)), on peut écrire |R'(7,)| = c(1y — 7,.) et

q
dmegc(ry — 7,)

~9(xh ) = (32)

Dans ce méme référentiel, on note que

Al(ry, 1) = 0.
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Le point essentiel est que dans le référentiel R', le quadripotentiel n’a qu’une
partie temporelle non nulle, il doit donc étre proportionnel & la quadrivitesse qui,

dans ce méme référentiel, prend la forme simplifiée v'*(7) = (c,0). C’est de plus
compatible avec Iexigence d’obtenir pour A’* un tenseur contravariant de rang
1. 11 faut alors faire également apparaitre la quadrivitesse au dénominateur pour
des raisons dimensionnelles, mais dans une contraction pour obtenir un scalaire au
dénominateur. On forme ainsi la quantité

v (r,)

LER(T) (cﬁmc— )’ 6)

qui permet d’écrire

AIM( ) q IUIM(TT) — q [U,M]ret.
47[.800 v’ ( r)R,U(Tr) 47.r‘(':OC [UIURIU]ret. ’
ou la notation fréquemment employée [...],., signifie que la quantité entre crochets
est évaluée au temps retardé.
L’intérét de cette expression est évident : il s’agit d’une forme tensorielle, donc
covariante par changement de référentiel inertiel, elle se généralise immédiatement
a tout autre référentiel inertiel, en particulier R.

q vu(tr) _ q [’Uu]ret
dmegcv, (t,)RO(t,)  4dmeye v, RO]

At (zg) =

ret.

En exprimant dans R les composantes de v* et le produit invariant v, R?, (il n’y a
pas d’ambiguité ici, on notera donc y pour +y)

W () = (re,v(t,)

R7(t,) = (elty — 1,), RAt,)

0, (1) R (1,) = 72ty — 1,) — 7v(t,)R(2,)
= Y(R(t,)]c — R(t,)V(t,)).

on obtient la forme explicite du potentiel électrostatique et du potentiel vecteur dans
le référentiel de I’observateur,

u v _ q C v(tr)
Ao to) = e (\R(tmc “REV(E) R R(mv(tr))

Hrote) = 1y (L REIVE)/REI™
Alroty) = L0 (1R )v(L) /R

dreyc?|R(t,)]

Ces potentiels sont connus sous le nom de potentiels de Liénard-Wiechert® .

®) Ces potentiels ont été obtenus indépendamment avant 1’élaboration de la relativité restreinte
par Liénard en 1898 et par Wiechert en 1900.
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Tenseur champ électromagnétique F*”

Le formalisme tridimensionnel, on I’a vu au paragraphe précédent, est lourd a
manipuler et les calculs sont finalement plus simples s’ils sont menés & ’aide du
formalisme covariant!® . On calcule les dérivées & 'instant retardé

wpry e | 9 (0"
[a A ]ret. 47r {8:5“ (P )] )

ret.
ou 'on a posé

p=v,R/c.
On développe la dérivée

pqv M |10V, 0 (1
[a A]ret. AT [pam”—l_v o P

m

ret.
_ Fod [lau,,,uﬂuau (1)] ,
4m P p ret.
puis on utilise
ov” 0
oMY = V9T = ag"o*r
or Oz,

1 8 (1\ 0p 1
[N . — __ ()Y = — ___ ¢
o (p) dp (p) 0z, pza &

il vient ensuite
v Moq v 1
" A ret. — <(J, ot ret. [aup]re ) ’
[ ] t. T [ ] t. [pz]ret. t.

d’ou l'on déduit le tenseur champ électromagnétique au point d’observation en
fonction de la position retardée de la charge.

ret. [auayT]ret.

- [aﬂp]ret./[p2]'r'et. + [8Vp]ret./[p2]'ret.)'

On peut exprimer le champ électrique

P (af) = £ (a9 7] 59

_ q
Are,[|R[?]

ret.

E(I‘O,to) (1 - [IBﬁR]Tet.)_3

< 0= 18)0n — 8) + ' (ai gl — B) — a1 - Big))|

ret.

®) On en trouve Pexposé détaillé dans F. Rohrlich, Classical charged particles, Addison-Wesley,
Redwood 1965, section 4-8, p. 83.
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et en utilisant alip = a et a— (alig)lip = a, et de méme pour les composantes de
3 on obtient

q
47r€0[|R|2]'ret. (1 - [BﬁR]ret.)g

< [a-182)05-8) - Bla, —ays - pya)

E(r()ato) =

(3.4)

ret.

Le champ total est constitué d’ une partie statique et d’une partie proportionnelle & la
vitesse retardée, toutes deux décroissant rapidement en 1/R? et d’une partie faisant
intervenir 1’accélération, décroissant bien plus lentement en 1/R et qui constitue le
champ de rayonnement. Les expressions précédentes du champ E sont dues a Liénard
et Wiechert. Il existe également une autre forme, due & Heaviside et Feynman™® |

q u R| d 1 d% |
E(r()ato):?%( v u_—R .

RZ" ¢ dtRZ " 2 de 'k

a0y, Eyges, The classical electromagnetic field, Dover, New York 1972, p. 281 et R.P. Feynman,
R.B. Leighton and M. Sands, The Feynman lectures on physics, vol. I chap. 28 et vol. II chap. 21,
Addison-Wesley, Reading 1977.
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4

Champ électromagnétique classique
dans une cavité

On se propose de décrire le champ électromagnétique dans une cavité cubique L3
avec conditions aux limites périodiques. Les valeurs permises par les vecteurs d’ondes

sont de la forme q = 2%(6, m,n), L,m,n € Z. En jauge de Coulomb et en I’absence

de distribution statique de charges, les potentiels statisfont & div A(r,t) = 0 et
¢(r,t) = 0. On décompose le potentiel vecteur en série de Fourier :

A(r,t) = Z Z [Aqs(t) cosqr + B, (t) sin ar|,

o A (t) et B, (t) sont les modes de Fourier réels (les amplitudes des modes) et

la. décomposition porte sur les vecteurs d’onde q et les deux états de polarisation
€ =€,,&, . 5i l'on change q en —q , la somme est inchangée d’otli les propriétés de
symétrie des amplitudes, A__ (¢) = A (t) et B_,.(t) = =B (t) ce qui permet
une décomposition en ondes planes,

Alr,t) = D) [og (06 + ag (e ],

ol e (t) = o, (t) &, avec &, et & deux vecteurs unitaires réels dans les deux
directions de polarisation, (cy.(t) = %(Aqs(t) —iBg. (1) et o (t) = —a_, (1)) La
jauge de Coulomb entraine

q-éqE:O
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qui caractérise la transversalité des modes plans. L’équation des ondes

1 0%

=2
V A(r,t) — g@

A(r,t)=0

entralne

82
cz\q\QaqE(t) + ﬁaqs(t) =0
admettant des solutions sinusoidales
—twqgt

Qe () = . , Wy = clql.

Les modes des champs électrique et magnétique se déduisent des définitions

(1) = 0A(Y) = 3 1 (B + Efp(t)e™™].

B(r,t) = rot A(r ZZ e'ar + B (t)e ]

avec
. A~ —tWat * W
E . (1) = iwgog, €67, Ef (1) = —iw, g, €5’

. ~ —twqt * @w t

qu(t) =iqA € a6 ", qu( ) = —iq A eqs qe€

L’énergie totale

U= /LS d3r (%EOEZ(I‘ t) + 2—B2(r t))

Ko

se met sous la forme
U= L3ZZqu = 250L322w Qe qE

On a par exemple

/Ls & E2(r, 1) =/ d3TZZZZ -

X [E (t)etdr +E;;,€,(t)e—iq’r].

q'e
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Les états de polarisation sont orthogonaux, donc seuls les termes € = €’ subsistent.

Pour les intégrales spatiales on a

L3 dreflamar = L*§(q—dq).

[ @800 =B XY | BB 1) +Eoe (0BG (0

2
qe q

—qe

J . /

+ B (0B, (1) + By (0B () |

-~ ~~

2

2 % * 2iwqgt
WqlqeQqe —Wa g gee”

et une expression analogue en ce qui concerne 1’énergie associée au champ
magnétique. Les premiers termes de chacune de ces expressions par exemple sont de

la forme B, (t)E_,(t) = —wgaqsa(’;se—%wqt et By, (t)B_g.(t) = |q|2aqsa:1€e—ziwqt_
Une fois multipliés par les coefficients %50 et 2%0 et additionnés, ces termes se

—2iwqt(

.1 * _ 2 20412\ ~
compensent exactement : s g e ggwqy t €0c”ql?) = 0. Il en est de méme

du terme en e et finalement 1’énergie totale est constante au cours du temps et
prend la forme annoncée.
On peut introduire des variables canoniques @) . et P,  définies par

2iwqt

e = [450L3w(21]_1/2 [quqE + quE] ,

Qge = [4€0L3w2]_1/2 [wqQqe — 1Pye]

qe qe

pour obtenir une somme d’oscillateurs harmoniques de masse unité
1
_ 73 _ 2 2 2
U=L') ) uge =D 5 [waQa + Pa-
q € q €

Chaque mode gqe du champ électromagnétique dans la cavité (ou dans le vide
en faisant L — oo ) correspond & un oscillateur harmonique de masse unité et
I’énergie électromagnétique associée prend exactement la forme de 1’hamiltonien
correspondant aux variables dynamiques @, et P,.. Chaque mode posséde donc

deux degrés de liberté, emmagasinant chacun une énergie %kBT a 1’équilibre
thermique, d’ou

o0 —Uu /kBT
I Ugee " du g,

u =
qe © a—uq:/kT
Jo emvac/keTdu,

=kgT,

représente la moyenne thermique, ..., de la densité d’énergie.

.

ou Uq

&€
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5]

Dénombrement des modes et loide
Planck

On se place toujours dans une cavité cubique avec conditions aux limites périodiques.
La densité volumique g(|q|) d|q| de modes disponibles entre |q| et |q|+ d|q| (quelles
que soient la direction (¢ = |q|) et la polarisation €) s’écrit

q2

1
dg=L73 2 x 4n®dg x ———— = L dq.
9(q) dg L dradg x s = da
€ volume total —“S——~—

volume
d’un mode

En termes de fréquence on a

8/

g(v)dv = g(q)dg = —5—dv.

Dans D’approche classique, 'hypothése de Rayleigh-Jeans consiste simplement &
écrire que la densité spectrale d’énergie u,, s’obtient en passant a la limite continue

(et & ’équilibre thermique),
o«
PN — 1 [ gla)dary,
0
q ¢

—73 = Y
_L/o g(v) dvarg,

o
:L3/ u, dv
0
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ce qui conduit a

8’

u, = g(V)ug,, = 3 kgT,
ce qui donne bien un comportement parabolique & basse fréquence mais conduit &
la catastrophe ultraviolette et & une densité d’énergie totale intégrée sur le spectre
de fréquence divergente, fooo u, dv — 00 .

L’hypotheése de Planck consiste simplement & supposer quantifiés les échanges
d’énergie entre la cavité et le rayonnement, u,, = na. La moyenne thermique devient

0 —na/ksT
Y omignae

U,qs - Zzo:oe—na/kBT
__ 9,1
0B  1—ePa
a
= BalknT _ 1"

Il en découle une forme équivalente a ’expression empirique pour la densité d’énergie

8T  const. x v/°
u =

v geconst.x;//kBT_ 1

a condition de poser a = hv en introduisant une nouvelle constante h :

_ 8mh? 1
ul/ = g(y)uqs = Cg th/kBT — 1, qu - nhl/.

La densité volumique d’énergie intégrée sur tout le spectre redonne bien la loi de

Stefan,
o
/ u, dv = oT*.
0
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6

Théories quantiques relativistes

Equation de Schrodinger

Guidés par la “dualité ondes-particules”, ancienne appelation donnée & une série
de concepts dus entre autres & de Broglie ) et résumés dans les relations

E =hv = hw,
he .
P= Tuk = hk,
nous cherchons une formulation ondulatoire de la mécanique.
2
Le cas le plus simple est celui de la particule libre, d’énergie H = -, que I'on

peut logiquement représenter par une onde plane uy (r,t) = A, e!**=“? dans la
mesure ou une telle onde est totalement délocalisée et donc a priori & méme de
représenter une particule qui a une égale probabilité de se trouver en tout point
de I'espace. A quelle équation obéit I’onde plane 7 On pourrait bien entendu écrire
'équation des ondes, V?u, — U%a;% = 0 (soit w = v|k|), mais on cherche ici une
équation du premier ordre en dérivée temporelle pour satisfaire au déterminisme.
Utilisant les correspondances rappelées ci-dessus, on écrit plutot

Uy (r,8) = Ay eiRr =)

d’ou on extrait F en faisant

. 0
Euy (r,t) = zhauk(r, t)

V1, de Broglie, La longueur d’onde associée a la matiére, CRAS 177, 507-510 (1923), reproduit
dans J. Leite-Lopes et B. Escoubes, Sources et Evolutions de la Physique Quantique, Masson, Paris
1995, p.92.
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et p de méme
pu, (r,t) = —ihVuy (r, ).
L’équation E = p?/2m devient alors

L, 0 -

zh&uk(r,t) = —%V%k(r,t).
Pour une particule soumise & un potentiel V (r), on généralise pour obtenir ’équation
de Schrodinger pour la fonction d’onde v(r, ),

h2
" 2m

ih%zﬁ(r, t) = ( V2 + V(r)) P(r, ). (6.1)

Nous ne discuterons pas davantage ici les conséquences de cette équation qui
constitue ’approche non relativiste traditionnelle de la mécanique quantique.
Retenons simplement que la physique est décrite par une fonction d’onde % (r, 1)
dont 1’équation de Schrodinger régit la dynamique.

Equation de Klein-Gordon

Une généralisation immédiate de 1’équation de Schrédinger a été proposée tres
rapidement (en 1926), indépendamment par Gordon, Fock, Klein, Kudar, de Donder
et Van Dungen @? . 11 suffit d’effectuer les correspondances

d

E i h—
—Mhat
p—)—ihﬁ

dans ’expression relativiste donnant 1'énergie cinétique (au terme mc? pres),
E2 _ |p|262 — m2c4
pour obtenir I’équation de Klein-Gordon de la particule libre,

. 82 2.2
F(0,1) = 5 s (est) = T (). (6:2)

On retrouve I’équation des ondes habituelle, mais avec un terme de masse. La encore,
nous ne nous étendrons pas sur les conséquences cette équation (qui décrit les bosons
massifs relativistes de spin zéro), mais indiquons seulement qu’il n’est pas possible
de définir une densité de probabilité positive conservée au cours du temps, ce qui
invalide en grande partie la théorie basée sur ’équation de Klein-Gordon.

Equation de Pauli

L’étude de systemes sous champ magnétique a mis en évidence de nouvelles
particularités de la mécanique quantique. Outre la correspondance classique (qu’on
appelle couplage minimal) qui fait passer de H & H + q¢(r,t) et de p & p— qA(r, ?)

(2) Voir S. Schweber, Relativistic quantum field theory, Harper and Row, New-York 1961.
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sous un champ électromagnétique (A(r,t),¢(r,t)) Pauli a proposé d’introduire un
degré de liberté interne supplémentaire, appelé le spin, ayant dans le cas de I’électron
des propriétés analogues & celles d’'un moment cinétique % La fonction d’onde v (r, t)
est remplacée par un spineur, objet & deux composantes (spineur de Pauli)

_ wT (I‘, t)
X ¢¢(r, t)
pour décrire les degrés de liberté de spin en plus des degrés de liberté d’espace. On
obtient alors I’équation de Pauli,

L0 (1 o 9 _qh
i = (g (07 + 9A0) + V() + 06000 ) x — oo B(r.x

ou sous forme développée,

0 (3) - (o samcr sver o) (3150

ou oB(r,t) =0,B, +0,B, +0,B,, avec les matrices de Pauli

ea=(95) w=(? 7). w=(5 4)

La quantité s = %ha est appelée spin. Dans le cas de 1'électron, on a ¢ = —|g,| dans
I’équation de Pauli. Les matrices de Pauli forment avec 1’identité une base pour la
représentation des matrices 2 X 2, car

a b)_1 L Lo
(Cd)_2m+@n+2m A)o, + 50+ o, + 5ib =)o,

Bien entendu, cette équation n’est pas relativiste, mais elle fait apparaitre la
nécessité, pour inclure le spin dans la théorie, de chercher une équation relativiste
agissant sur des objets & plusieurs composantes.

Equations de Weyl

Recherche des équations pour des particules sans masse de spin % : on cherche

maintenant une équation relativiste pour décrire des fermions sans masse de spin %
On doit s’attendre a retrouver I’équation des ondes sous la forme

- 162
Vil )-S5 ) =0,
. ot \ -
c’est-a-dire agissant sur des objets ayant a priori deux composantes, des spineurs.

(2

On notera en général y = ( ¢1) un spineur & deux composantes. 11 faut donc une
2
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équation matricielle (matrices 2 x 2) comportant des dérivées du premier ordre, soit

pour étre compatible avec 9, = (%%, V),

_ (1 0 Vi ¥y
DiX_ (EEHQXZZ*ZUV) (¢2> .

On a utilisé le fait mentionné plus haut que les matrices de Pauli, avec 1'identité,
permettent d’exprimer n’importe quelle matrice 2 X 2. Pour retrouver ’équation des
ondes, formons

1 62 = -
2,0 x= (5 b~ (Do F) ) x
——

V215x2

10 =

ce qui est bien I’équation cherchée. On dispose donc de deux équations également
valables,

10 -
'D+X(+) = (Ea]bm +0o- V) X(+) =0, 64
_ 10 2\ '

Ce sont les équations de Weyl. Elles agissent sur des champs de spineurs x(+) et y(~)
distincts que 'on interprétera un peu plus loin.

Equation covariante : on peut alors introduire un objet & quatre composantes
(spineur de Dirac)

B =) | v
X ¥,

(un spineur & quatre composantes dont deux sont en fait associées aux particules
et deux aux antiparticules comme on va le voir) et des matrices 4 X 4 (appelées les
matrices de Dirac, ici dans la représentation chirale)

=),

0 1 - 0 —
0_ 22 Y o
P=(a, %) = =(8 T

de sorte que les équations de Weyl se combinent sous une forme unique,

0 109 (+) . (+)
Ly — c Ot 2%2 X ) ( 0_’ o V) (X ):0
o= (1gh ) () (e ) (0
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Les matrices de Dirac obéissent a
Y AN =291,

Si I'on fait agir sur la solution libre

+) a
+ A iy gk
v=(30)= 4]
Ay
on obtient
. 0 Ey, ., —o-p
ihyH0 1 = ¢ T2x2 =0. 6.5
o (%ﬂmw-p 0 )‘” (6

L’équation est homogene ; pour avoir une solution non nulle il faut donc annuler le
déterminant,

Det | 5 ’ %]IQXQ_U.p
“ly,+o-p 0

E
= z]l2><2_0"Px —L,,+o-p
E 3 1 5.2 E 3 1 .2
| e | | TP 4p i

—pt—ip* T +p°

soit finalement
E = t|ple.

L’équation de Weyl pour la particule libre admet quatre solutions indépendantes,
dont deux avec une énergie positive F = |p|c (ce sont les deux composantes de spin
de la particule non massive que nous souhaitions modéliser) et deux (associées aux
deux composantes de spin de I'antiparticule) avec une énergie négative E = —|p|c.

11 est instructif de pousser plus avant la forme covariante de I’équation de Weyl,
ihy*9,1% = 0, pour chercher & définir le carré invariant. Sur I'équation de Weyl,

manifestement covariante,
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faisons agir l'opérateur ihy”0, = ihy”(9/0z") :

2

:—h2 1 Z57)
0 T G ok

(2

1
== W (" +97")9,0,%

= —h’g"" 9,0,
= (1ho")(1hd, )
=p'p,
ou l'on a défini
w0 .
n

On a obtient ainsi une forme trés satisfaisante,

2

pipp = (% — p2> L,,% =0. (6.7)

Il est important de noter que 1’équation de Weyl, sous sa forme manifestement
covariante,

ihy*0,% =0

n’est pas un simple scalaire de Lorentz car v# est un objet & quatre composantes
(comme un 4—vecteur), mais ces composantes sont des matrices 4 X 4 et 8,;,0 est

un objet & 4 composantes scalaires, de sorte que la contraction donne au total un
objet & 4 composantes scalaires. C’est le prix qu’il a fallu payer pour quantifier la
théorie, puisqu’en physique quantique on travaille sur des objets qui en général ne
commutent pas.

Equation de Dirac

> FEquation covariante pour des fermions massifs de spin % Pour obtenir I’équation

relativiste de 1’électron *® et plus généralement pour des fermions massifs de spin
%, il suffit de généraliser 1’équation de Weyl covariante. Partons de la contraction,
ce qui est plus immédiat,

E2
[pup” — m2c2]l4x4] P = (0_2 — p2 — m202) 1,.4% =0.

(13) p. A M. Dirac, L’équation d’onde relativiste de [’électron, Proc. Roy. Soc. A 117, 610-624
(1928), traduit dans J. Leite-Lopes et B. Escoubes, op. cit., p.194.
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Cela suggere de coupler les équations pour x() et x(~) par un terme de masse pour
obtenir I’équation covariante de Dirac

) 1o}
157“871/; =y'p,p = meyp, (6.8)

(on omet Popérateur identité), soit, sous forme développée,

. 0 10 4.V (+) (+)
'Lh(lg_i_ = c ot 0 )(X(_)>:mc(x(_)>.
c Ot - X X

Dans le cas d’une particule libre, on a

0 FE — co - P X(+) — me X(+)
E + co - P 0 X(_) X(_) )

Il existe d’autres représentations des matrices de Dirac, notamment Ia
représentation de Dirac obtenue par transformation unitaire & partir de la

représentation chirale, y# — Uy#Ut ot U = 271/2 (% _]1]1),

= ("),

1 0 ; 0
0 _ 2% 2 A o
7—( 0 —]12x2)’ ’7—7—(—0 0)'

Cette fois on obtient dans le cas de la particule libre ’équation

E—mc® —co-p u) _ g
co-p —E—mc v

() (=)

avec 1) = 271/2 (X(+) +X(_)) = (u>’ ou u et v sont des spineurs a deux
X =x v

composantes. L’équation aux valeurs propres conduit &

E—mc® —co-p 2.2 @2 9 Ay
Det( o p _E_mcz)—cp (B —m*c") =0,

(%) Une notation “slash” a été introduite (par Feynman) pour simplifier 1égérement 1’écriture. On
définit

i =~"ay,
ce qui permet d’écrire ’équation de Dirac par exemple comme

(ih@ —me)p = (P —me)y = 0.
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ou encore pour les particules et les antiparticules,
E = +/|p|?c® + m2c. (6.9)

> Fquation de Dirac covariante sous champ. L’équation de Dirac sous champ
s’obtient par couplage minimal,

Py =Py — 94,

soit ihy* 0,4 = metp qu’on écrit encore vp 1 = mcyp, que I'on transforme en

Y (p, — qA )Y = il 0, — gy A = mey. (6.10)

Pour comparer cette forme & 1’équation de Klein-Gordon sous champ par
exemple, on multiplie par v*(p, — ¢4,) :

9" (p, — 44,)(p, — qA,)p = m*Py,
ou l'on introduit les matrices
P T
o = Sy = "),
Yy = g" —iot”.
Il faut faire attention au fait que les grandeurs en général ne commutent pas en

mécanique quantique. On peut alors ré-écrire le premier membre de I’équation de
Dirac au carré,

(9" —io")(p, — qA,)(p, — q4,) =(p, — ¢A,)(P" — ¢A*)
— Si(0" ~ ") (p, — 4A,)(p, — 4A,)

=(p, — qA,)(p" — qA")

1,
— 520“ [p“ —qA,,p, — qA,).
Le commutateur se développe [p, — ¢A,,p, — ¢4,] = dlp,,A,] —qlp,,A,] =
—ihg(0,4, — 0,4,,) et on obtient finalement

1
(p, —qA,)(P" —qA" )Y + tha“”lep = m?2c%yp, (6.11)

ce qui fait apparaitre trés naturellement le tenseur de Faraday, et ou le spin est
naturellement inclus dans le couplage avec F,,.

Formulation alternative : on trouve fréquemment dans la littérature une
formulation alternative (ou plutét des notations alternatives pour les matrices de
Dirac). On définit les 4 matrices hermitiennes

(3 1) (2 %),
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c’est-a-dire que 'on a 8 = 7° et Ba = v, ft = B, a’ = a. On a ensuite directement
ihﬁz/z = Hyp = (caﬁﬁ + Bmc)yp
ot i (6.12)

= (cap + fmc?)yP

ou encore, par action sur une onde plane,
(E — cap)yp = fmcp.

Synthése

On peut résumer les diverses équations obtenues qui sont compatibles avec la
théorie de la relativité ** . Le prototype en est finalement fourni par I’équation

de Klein-Gordon, (O 4+ m?c¢?/h?)¢ = 0, équation du second ordre pour un champ
scalaire massif, susceptible de décrire des bosons massifs de spin nul. Les autres
équations, agissant sur des objets plus complexes, comme des spineurs, doivent
redonner 1’équation de Klein-Gordon pour chacune des composantes.

Pour le champ de Maxwell dans le vide, décrivant des bosons non massifs de spin
1 (les photons), on a d’une part les équations de Maxwell

9,F" =0,
et d’autre part la définition de F'** en fonction de A* qui conduit & ’équation de
propagation,

OA* =0

compatible avec I’équation de Klein-Gordon pour des particules sans masse. On peut
généraliser au cas de bosons massifs de spin 1, avec ’équation de Proca,

m2c?

hZ

équivalente & I’équation de propagation,
2.2
(D + 7 ) Ar = 0.
h

Dans le cas des fermions de spin %, on a tout d’abord le cas de particules non
massives, décrit par ’équation de Weyl,

ihy*0,x =0
Ox =0.

9, F" + —5- A" =0,

Finalement, le cas massif est donné par 1’équation de Dirac,

(ihy"0,, —me)p = 0
2.2
(m";;)w:o.

(13) 1, H. Ryder, Quantum field theory, Cambridge University Press, Cambridge 1985.
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7

Dynamique quantique et représentations

Représentation de Schrodinger

La représentation usuelle de la mécanique quantique est appelée représentation de
Schrodinger. A toute observable classique A elle associe un opérateur hermitien A de
sorte que pour un systéme physique dans I’état |¢¢(¢)), la moyenne de 'observable
au cours du temps soit donnée par un élément de matrice,

(05 (D) Alps(2))-

Ici on note 14 par référence a I'appelation représentation de Schrodinger bien qu’en
général cette précision soit omise.

L’évolution temporelle est donc portée par le vecteur d’état dont la dynamique
est régie par ’équation de Schrédinger,

ihd,|¢s (1) = Hlps(t))-

On peut encore décrire la dynamique par un opérateur d’évolution,
s (1)) = Ut t)[9s (t))
s = (sl (1)
= <¢s(t0)|UT(ta ) U (E, 1) |1 (20))
=I5 (t))I*

soit UT(t,t,)U(t,t,) = 1. L’opérateur d’évolution est unitaire de maniére & conserver
la norme du vecteur d’état au cours de son évolution. Par intégration formelle de
I’équation de Schrédinger, on a

U(t,t,) = exp (—%H(t - to)) ,
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ou, comme H est un opérateur, I’exponentielle est définie par son développement

exp (—%(t—to)) —14 %H(t—toﬂ— (%)2”1“2%0)]2 +o.

Une expression plus explicite de U(t,1,) peut étre obtenue en introduisant la base
des états propres de H,

Ult,ty) = Y |E)exp (—iE(t — 1) /h) (E],

s (%)) Z |E)(E|ps(t,))

lhs(2)) = Ut 1) (k)
= Y B)yem# TN Bl s (1))
E

Ceci suppose que ’hamiltonien est indépendant du temps. Lorsque ce n’est pas le cas,
des complications apparaissent dans I'intégration formelle de I’équation d’évolution,

t

U(t,t,) = exp (—— H(t) dt’) :

to

De nouveau on développe l’exponentielle en série pour donner un sens a cette
expression,

Ult,t,) = 1+—/H Jdt' + <_Z) //Ht’ H(")dt' dt" +

Nous avons supposé de plus dans cette expression que I'hamiltonien dépendant du
temps commute aux différents temps, [H(t'), H(t")] = 0. Si les valeurs propres
dépendant du temps sont connues, alors

Ul(t,ty) = Z|E exp(h

Supposons maintenant que I’hamiltonien & différents temps ne commute pas.
Nous allons établir I’équation d’évolution de l’operateur d’évolution. Sur |4(t)) =

U(t,to)|(ty)), faisons agir H(t) d’une part, ih-2 d’autre part. I1 vient

t

E(t) dt’) (E|.

HOU( 1] 0)) = [0 500 )] 160,

équation valable pour tout [¢(%,)) si

., 0
ih=-U(t,t)) = HOU (o).
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C’est I’équation cherchée que l’on intégre formellement en
i [t
Ult,ty) =1— ﬁ/ dt'H@U(t', t,).
to

L’opérateur d’évolution apparait comme fonction de lui-méme. On peut résoudre
cette équation par itérations successives,

. ot -t
lere étape : U(t,t,) = 1 — % dt' H (') [1 ~ % dt”H(t”)U(t”,tO)]
to tO

=1+ (%‘) /tt dt'H(t')+

0
—i\?% rt t’
+(E) / d’ / A HEVHE YU 1,)
t to

0

_ t
2eme étape : U(t,t,) =1+ (#) dt' H(t')+
t

0
—i 2 t’
+(—) / dt’/ dt"H"H(t")+
h to to

_' 3 t tl t”
+(#) /t dt’ /t dt"” /t dt""H"H ") H (") U (", t,).

11 faut faire attention & 'ordre des bornes d’intégration, t, <t < t” <t' <t. La
solution obtenue de maniére itérative prend ainsi la forme

Ultyt) =1+ (#) / dt,
n=1 to

quantité que I'on note généralement

t t2

“dt, ... | dAyH@)HE, .. H(t),

to to

t

U(t,ty) =T, exp (%Z dt’H(t’))
to

en introduisant I’opérateur de mise en ordre chronologique 7'_. C’est une notation
symbolique. Si on la compare au développement ordinaire de I’exponentielle que
nous aurions dans le cas ou il n’y a aucune difficulté de commutation,

X 1 /i\" rt t t
HZlH(f) /to dt, [ dt, ... [ dt,H(t)H(, ,)...H(t,),

to to

on voit que les bornes des intégrales different et que le dénominateur en factorielle
n a disparu (il y a n! facons différentes d’ordonner les ¢;, t,, ...,t,). On notera
également que les opérateurs agissent & droite.



46 Mis a jour le 11 Septembre 2007

Par la suite on supposera que le cas le plus simple s’applique, c’est-a-dire que
I’hamiltonien est indépendant du temps et que l'opérateur d’évolution prend sa
forme exponentielle la plus simple. Lorsqu’une dépendance temporelle interviendra
explicitement, elle sera limitée & un terme d’interaction et traitée de maniére
perturbative.

Représentation d’Heisenberg

On s’intéresse toujours a la moyenne d’une observable au cours du temps, mais on
Pécrit différemment.

(s (t)|Alps(t)) = <¢s(to)ly‘1(t, to) AU(, 1) | s (to))
An(t) o)

= <¢H|AH(t)|¢H>

On a donc des vecteurs d’état indépendants du temps en représentation de
Heisenberg,

[r) = |s(to))
= U~ (t: ) [$5(t))
= eIy (1),
mais les opérateurs en revanche en dépendent explicitement,
Ap(t) =U"'(t,t) AU (L, o)

— e%H(t—to)A e—%H(t—to)_
La dynamique doit donc porter sur les opérateurs en représentation d’Heisenberg :
0, Ay (t) = %He%H(t_tO) A e wH(t—to)

_ i Hl—t0) 4 e—%H(t—to)%H

= 2[4y (), F
ihdA,(t) = [AL(t), H].

Dans ce sens, un opérateur qui commute avec ’hamiltonien est une constante
du mouvement, ce qui rend le lien avec la physique classique probablement plus
immédiat qu’au travers de la représentation usuelle de Schrodinger. Par ailleurs, on
a bien évidemment Hy (t) = H

Représentation d’interaction

La représentation d’interaction est trés utile pour traiter les perturbations
dépendant du temps, 'intérét essentiel étant d’éliminer la dépendance temporelle
rapide du vecteur d’état due & des termes constants dans I’hamiltonien.

On considere donc en représentation de Schrodinger ’hamiltonien

H(t) = Hy + W (t)
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ou H;, ne dépend pas explicitement de ¢. On effectue donc une représentation partielle
d’Heisenberg,

U(t, to) = Uo(ta to) U, (t, to)

. t
e—iHo(t—to)/h o 7" fto W(t)dt/n

ce qui permet d’exprimer 1’élément de matrice de A comme

(s @) Alps () = (s (ta) U7 (2, 80) Uy ' (2,19) AUp(t,t9) Us(t, to) 115 (t))

~ AN /. J

(1 (0) Ar(t) Y1 ()
= (Y (t)[Af(t)[1r(2))-

Opérateurs et vecteurs d’état dépendent cette fois tous deux du temps, mais de
maniéres différentes,

[9r(@)) = Ui(t, 1) 195 (%))
= Uy (t, 1) |95 (1))
= Ay (1)
A[(t) = Uo_l(tato) AUy(t, 1)

— e%Ho(t—to)A e—%H()(t—t())

Lorsque l'on écrit ’équation dynamique pour |¢;(t)), on constate qu’il évolue
sous U'influence de W;(¢) uniquement, plus lentement que |9)5(t))

00|17 (2)) = if (9, e Hot=10)) |y (1))
AT
= ih%ﬂoe%Ho(t—to)Ws(t))

T oHHOt) (L 4 W () s (1))

= U(]_l(t’ tO) W(t) yo(ta tO) UO_I(t’tO)JwS(t))
1

= W, ()|, (2))
soit finalement une équation de Schrodinger ordinaire pour le vecteur d’état en

représentation d’interaction sous l'effet de la partie dépendant explicitement du
temps dans I’hamiltonien, partie elle-méme exprimée en représentation d’interaction,

hd (1)) = Wi (t) |9, (1))-



48 Mis a jour le 11 Septembre 2007



Interactions Rayonnement - Matiére 49

8

Transitions quantiques sous I’influence
d’une perturbation externe

Série perturbative

La représentation d’interaction permet une formulation allégée de la théorie des
perturbations dépendant du temps. Soit H, un hamiltonien dont on connait les
valeurs propres et les états propres,

H0|Q0n> = En|g0n>’

auquel on ajoute une perturbation dépendant explicitement du temps, W (t), et
supposée assez faible pour qu'un traitement perturbatif soit licite (on donnera
ultérieurement un sens plus précis a cette condition), H(t) = H, + W (t).

Par hypothese, a un instant initial choisi comme origine des temps, le systeme
est dans un état propre de H,. Aux temps ultérieurs, on décompose I'état 1)(¢) sur

la base des ¢,, :
t=0,  [|9(0)) =lvy)

s @) =) e (®)le,)

¢n(t) = (@n (1))
Cn (0) = 571.,1'

On cherche la probabilité de transition P, (t) a 'instant ¢ vers un état final donné,
l¢s), parmi les états propres de H, %,

gjl

0
t>0

[
\Y

1 . . 7z . L z . . . .
(16) Si on voulait étudier une transition vers un état |¢) quelconque, on pourrait en principe ’obtenir
par décomposition & nouveau sur les transitions vers les |¢p).
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2
Pyi(t) = A )17 = (s b (@) -

1 suffit de calculer c;(t). Partant de I'équation d’évolution

ihd,[p(t)) = H(t)|y(?)),

on développe pour obtenir
mZac )|, —Z )E,|¢,) +Zc (t)]n)-

En représentation d’interaction la formulation est simplifiée. On a tout d’abord

7 (1)) = e Tty (1))
WI(t) _ ’Hot ( ) —4Hot
ihd, (1)) = Wr(t)4;(2))

et par intégration formelle de I’équation de Schrédinger, on obtient

W (6)) = by (0)) + (iR)~* / Aty W, (1) 461 (1)),

C’est une équation implicite pour |1),(t)) qui s’écrit encore de maniére perturbative
par itérations successives,

() = [7(0))
+ (i)™ / AL, W, (1) 46, (0))

T (in)~ /0 a, [ bW ()W (1) 1 (0)

+ (im)~ / dt, / dt, / Aty W ()W () Wi (8) 46, (0))

ce que l'on peut repésenter symboliquement par le diagramme
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1(8))

1(0))

Ltto
O

.\ t1 ty 0
OO

OO0

+

L’amplitude de transition cherchée est donnée par*”
Agi(t) = ¢5(0)
= (osl(t))
= (ipgl e # %y (1))
= e "5 (gl (2)
N—_——
v£(t)

Pour le calcul de la probabilité de transition, v,(t) suffit, puisque v;(¢) et c;(t) ne
different que d’un facteur de phase, |v;(t)| = [c;(?)].

Calcul au premier ordre

Au premier ordre en perturbation, on se limite & la premiére correction & |¢;(0)),
’Yf(t) = <<Pf|¢1(t)>
= (p f|71b1 (0))

+ (in)™! / it (W, () 45:(0)

47 On rappelle la notation, moins ambigué que la notation de Dirac lorsque l'on fait agir des
opérateurs non hermitiens, utilisée en mathématiques. Voici un exemple pour faire agir sur le bra :

(pple ™ HOt/ Ry} = (pp, e Ho/ Py
= (pple "HOt/M]t )

— (ppetiBbt/h

— [e+iEbt/h]

)W"’)
*(‘pb’ <Pa)

= e Bt/ (g, p4)
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Le premier terme donne [1;(0)) = [4(0)) = |¢;). L’élément de matrice vaut
<<Pf|W1(t1)|¢1(0)> = <<Pf‘e%HOtIWI(tl)e_%HOtIWI(O))
= I W(ty)

ot wy; est la pulsation de Bohr associée & la transition i — f et W, (¢) 'élément de
matrice de la perturbation en représentation ordinaire de Schrodinger,

sz'(tl) = <<Pf|W(t1)|‘Pi)-

On obtient alors pour 'amplitude de transition
Agfli)(t) = e_%Eft’Yfi(t)
) t .
= e st (5f,- + (z’h)—l/0 dt, vei“Wﬁ(tl)>

et comme on s’intéresse généralement a une transition vers un état distinct de 1’état
initial, la probabilité de transition est donnée au premier ordre par

2

t
PO() = |(in)! / dty 5t W (1)

Calcul au second ordre
Si I'élément de matrice W, (t) est nul (ce qui se produit lorsque certaines régles de

sélection ne sont pas satisfaites par ’état final), il faut alors examiner la correction
au second ordre. En supposant d; = 0, il vient

t1

7 = (in)=? /0 dt [ dty (o Wilt) Wi (1))
—n)2Y / dt, / "ty (o Wy (1) o) o W1 (1) )

t t1 . .
= (ih)_2 Z/o dtl/o dt, ewfntIan (tl)em"it2 Whi(ts)

soit encore

t1 2

t
PO = 1)} / dty et W, (1) / dty o T, (1)
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9

Perturbations oscillante et adiabatique

Perturbation oscillante
Un cas trés important en pratique est celui d’une perturbation sinusoidale,

A~

W(r,t) = U(r) coswt = ~U(r) (et + e~™?).

N —

On pose Uy, = ((pf|U(r)|<pi) pour l'intégrale spatiale supposée non nulle (on se
contente donc du calcul au premier ordre).

1 b b :
V7i(t) = 5Upi (iR)™ /0 (el gflwri=e)t) qyf

Up [1— eilwptelt 1 _ eilwni—w)t
|As(t)] = i{

2ih | i(wy; +w) + i(wp; — w)

Le premier terme est dominant lorsque w — —wy; et le second lorsque w — wy;. On

peut en général considérer que I'un des deux termes contribue de facon significative
de sorte que I'on peut négliger le terme croisé (c’est une simplification qui n’est pas du
tout indispensable techniquement, mais elle allége considérablement les notations).

En utilisant |1 — e*(@sit@)t|2 = 4gin? (%t), on a

|Ufi |2 sin’ (—wfi;w t) sin’ (—wf’;w t)

sz’(t) - 4h2 (%)2 (ﬂ‘aLw)Q
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Pyi(t) |Upi[242 /4h2
— ~2m/t
w
W wfi
lei)  —e— —7 lep)
log)  —— —— o)
Emission Absorption

Physiquement on impose w > 0. Les deux résonances s’interprétent par deux

processus distincts, mais pour lesquels les probabilités associées sont identiques.

i) Siwp > 0, cest-a-dire si I'état initial a une énergie inférieure a celle de
I'état final, E'; > E;, on parle d’absorption (le gain d’énergie pour le systéme
est prélevé & la perturbation, le systéme absorbe hwfz-). Ce n’est possible
que pour une perturbation accordée a la fréquence de Bohr de la transition,
W W,

ii) Si au contraire wg; < 0 cest que I'état final a une énergie moindre, dans
ce cas on parle d’émission et le systeme perd de 1’énergie au bénéfice de
Pextérieur.

L’approximation du premier ordre est contrainte & des conditions de validité.

Avoir négligé le terme croisé dans le calcul de Py, (%) est légitime si 2|w;| > Aw.

Aw peut étre évalué en notant que le sinus s’annule en +Aw par rapport au centre

du pic, soit
We — W

4
2szw2—wl:77r

s
|wp;| > 7

soit pour ¢ > |wﬁ|_1 ~ w~l. La durée de l'interaction doit étre grande devant

la période de 'onde perturbative pour que le systéme ait le temps de percevoir la
nature périodique de la perturbation.
Par ailleurs, Py, étant une probabilité, elle est bornée a 1 ce qui impose

Ui |2 /45% < 1, soit t < h/|Up]-
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Un point particulierement important est celui du comportement asymptotique
aux temps longs (au sens ou les contraintes précédentes sont supposées satisfaites).

On peut retrouver le comportement de la fonction sin? at/a’ pour t > o~ ! en notant
que l’intégrale

+o° gin®(at)

lim 5 da = T x 2 =nt

t—oo J_ o 0% t S~~~
" hauteur
largeur

ce qui permet d’identifier
. sin®(at)
lim 5 = mto(a).
t—o00 o

On rappelle aussi la propriété de translation de §, §(aa) = |a]"!§(a). On a ainsi

sin? (—wﬁz_w t)
— 2 ontd(w

t>w—1 (wfi_w f@)
2

=2nhit§(E; — E; — hw)
soit
N 1|Ufi|27r

Py(t) ~ 5 % t6(E; — E; + hw) + 0(E; — E; — hw)]

qui assure la conservation de I’énergie totale du systéme au cours de la transition.
On distingue en général deux processus, soit pour I’émission, soit pour I'absorption,
comme indiqué ci-dessous,

Tableau 9.1 Comportement asymptotique de la probabilité de transition sous
Peffet de perturbations oscillantes.

Perturbation Probabilité de transition

- N 20

W(r,t) = U(r) cos wt Pri(t) ~ LTy 5By — By + how) + 6(Ef — By — hw)]
W(r,t) =Ut(r)e™™t  Pps(t) ~ 2 UL 12 6(Ef — B; - hw)

W(r,t) = U (r)eiwt Pim(t) ~ ZHU |2 §(Ef — B + hw)

On définit également les taux de transition, qui sont simplement les probabilités
par unité de temps, soit pour une perturbation sinusoidale

.:1|Ufi|27r
fi7o

et pour I'absorption et 1’émission

[6(Ef — E; + hw) + 0(E; — E; — hw)]

abs 2T

ém 27 —
o= %|Uﬁ|25(Ef — E; + hw).
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Perturbation constante

Dans le cas d’une perturbation constante (réelle) W (r, t) = W s’établissant pendant
la durée 0 & 7, amplitude de transition au premier ordre est de la forme

1)) =W (@) [ eert ay
0

w W T
An O = 51—
2
= ha‘:‘; sin(w;7/2)

En utilisant les propriétés de 6, on obtient donc aux temps 7 assez longs
(notamment pour une perturbation “branchée & ¢ = 0” jusqu’'a 7 — o0, encore
appelée perturbation adiabatique) la probabilité de transition et le taux de transition
associé

2m
sz'(’f) = ?WQT 5(wfz')7

2w

(=7 W?6(E; — E).

Ces résultats sont aussi obtenus simplement par la limite w — 0 des cas précédents.
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10

Regled’or de Fermi

Un cas particulierement important est celui ou ’état initial ou ’état final (ou les
deux) fait partie d’'un continuum. Supposons par exemple que ce soit ’état final
(c’est la cas le plus fréquent) et notons p(E) la densité d’états, c’est-a-dire

dn
p(E) = 1B

ou n est le nombre d’états, qui peut étre ramené selon les cas par unité d’angle
solide, par polarisation, etc. On sera amené plus tard a préciser soigneusement la
notation. On distinguera le nombre d’états quantiques du systéme, n, du nombre N
d’interactions entre faisceau incident et cible lors des expériences de diffusion décrites
ultérieurement. On introduit alors le taux de transition (élémentaire) vers ’état final
d’énergie E'; & dE; pres, par exemple dans le cas du mécanisme d’absorption (C’est-
—iwt)

A-dire avec une perturbation de la forme W (r,t) = Ut (r)e ,

2
drebs = 3|U+i|2 §(E; — E; — hw)p(E;) dE,
soit, par intégration sur les états finals permis,
27
r4hs = / AUy = Z|ULP p(Ey), By =B+ ho

Ce résultat constitue la regle d’or de Fermi. La derniére contrainte résulte de
Iintégration sur 4, elle assure la conservation de I’énergie.
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[ )

Tableau 10.1 Transitions vers un état du continuum

Mécanisme Perturbation Taux de transition condition
Absorption W(r,t) = Ut(r)e it F;I;S(t) o~ %|U";|2 p(Ey) E;f =E; + hw
Emission Wi(r,t) = U~ (r) e™? I‘]ec’l"(t) o~ %|U:|2 p(Ef) E; =E; — hw
Adiabatique ~ W(r,t) = W x H(t) T4 (t) = 25?2 p(Ey) E;=E;

mo ={§ 159
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Quantification canonique
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11

Théoremes d’Ehrenfest, quantification
canonique

Théorémes d’Ehrenfest

La représentation de Heisenberg permet une connexion aisée avec la dynamique
classique au moyen des théorémes d’Ehrenfest. On considere I’hamiltonien classique

2
H(p,q) = f—m +V(qg)

auquel on fait correspondre ® 1'opérateur H , de méme que les opérateurs § et p
satisfaisant & [, p] = ih.
En représentation de Heisenberg la dynamique est régie par les équations

0,0 (1) = 1 [P (),

A~

0y (1) = — [z (1), 1]

Les opérateurs Gy (t) et py(t) satisfont aux relations de commutation

— eiHt—to)/h 5 5] q=iH(t=t0) /B

=1h

(%) On distingue les opérateurs par des chapeaux dans ce chapitre.
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Pour calculer [py(t),H] = [py(t),V] oo V = V(jy(t)), on effectue un
développement de Taylor du potentiel et on évalue le commutateur de chaque terme
avec py(t),

(o)

V(a(0) = 3 10,0 Vot 1)

n=0

On peut noter ici (en représentation de position) que [97, V], est la dérivée éniéme

de la fonction V(q) par rapport a la variable réelle q, effectuée en ¢ = 0. Le calcul se
ramene donc a celui de [§",p]. Un calcul (par récurrence par exemple) montre que

[§", p] = nihg" ™!
[ﬁna(j] = _nihﬁn_l

et de méme en représentation de Heisenberg. On en déduit

NE

Br (8), V1=~ =05,V a5 (), 05 ()]

n!

i
<)

n

WE

! [821{ (t) Vi mhqA?J_l (t)

Il
o

n

N -
-3 Gy P Vi 0

OV (t)
9qg (t)
OH (1)
04y (1)

= —th

= —ih

La dynamique de pg(t) est donc gouvernée par

OHg(t)
04y (1)

atﬁH (t) =

Un calcul analogue avec §(t) donne

O (1)
0Py (t)

On notera ici que pg(t) et g () sont des opérateurs, encore appelés g-nombres,
contrairement aux nombres ordinaires, aussi appelés c-nombres. Les g-nombres sont
remplacés par des valeurs numériques en prenant des valeurs moyennes (ce qui
constitue les théoremes d’Ehrenfest).

6thH (t) =



Interactions Rayonnement - Matiére 63

La similitude avec les équations classiques d’Hamilton est remarquable et les
valeurs moyennes quantiques se comportent comme les valeurs classiques de sorte
que la physique classique apparait bien comme limite de la mécanique quantique.

Quantification canonique

En mécanique classique, les équations dynamiques se déduisent du principe de
moindre action % ,

05 =0

5= [ dtr.d)

et 65 est une dérviée fonctionnelle,

58 = /dt—éq

qui donne, apres intégration par parties,

oL d 0L

d’ou les équations d’Euler-Lagrange,
oL 9L _
dq  dt 0q
Le moment p conjugué de ¢ est défini par
oL
P=%
et I’hamiltonien par transformation de Legendre
H =pq—L,
ce qui conduit aux équations d’'Hamilton
. OH
=5
. o0H
p= _a—q'

On passe a une théorie quantique en remplacant les variables classiques par des
opérateurs en représentation de Heisenberg gy (t) et py(t) assortis des régles de
commutation habituelles, c’est-a-dire tels que 2%

[qg (1), pe ()] = ik
G (t) = (7)™ gg (8), H(2)]
P (t) = (ih) " py (1), H(1)]

(19 On considére ici un seul degré de liberté.
(20) Cette fois on omet les chapeaux pour particulariser les opérateurs.
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ce qui permet d’exprimer par exemple 'hamiltonien en représentation d’Heisenberg,
H(r,t). L’expression cherchée en représentation de Schrodinger est ensuite donnée
par H(r,0).

Quantification d’une théorie des champs

Si Pon passe & une théorie des champs continus ¢(¢,r), on définit la densité
lagrangienne L(t,r),

L(t) = / & L(t, )

et I’action correspondante

S = /d4:vL

tr) dz = dtd’r

(5 Z8:1: o( 8(;5/895 )

Le champ canoniquement conjugué a ¢(x) ,est

oL
¢ (x)

et la suite s’en déduit comme dans les cas des degrés de liberté dénombrables,

m(x) =

f) = / & (8, vt x) — L(1)

. _ 6H(1)
9t 1) = om(t,r)
. _ 0H(1)
HET) = = 556,0)

et la quantification est réalisée en posant
[¢H(tar)a7rH( ) :Zh63(r_r)

]
[¢H (t’ I‘), ¢H( )]
[TrH(t’ I‘), 7TH( )]

avec la dynamique

(Z.h)_l[qu (ta )a H(t)]a

-

T

=

2
I
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12

Seconde quantification

La seconde quantification est une formulation de la physique quantique qui permet
aisément 1’étude des systémes a grand nombre de particules (électrons ou phonons
dans les solides, champ électromagnétique,. .. ).

Introduction d’un état du vide

On consideére tout d’abord un probléme & une particule. L’équation de Schrodinger
s’écrit
Hij(r) = ihdy(r)
p?

H= >

et I’équation aux valeurs propres est
Hu,(r) =¢c u,(r), a=12,....
L’ensemble des u, (r) forme une base complete,
(xla) = u, (r)

(@la) = [ iy 0o ) = 5,
S Ja)a] = 1.

Pour exprimer I'hamiltonien H, on peut choisir n’importe quelle base orthonormée
de T'espace de Hilbert. Considérons le cas des ondes planes (normalisées dans le
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volume L? avec conditions aux bords périodiques), états propres du probléme de la
particule libre, H, = p*/2m

2
Hy = b
2m
h2Kk? o
€k = om’ k= f(nm’ny7nz)

uy (r) = L™3/2 ek,

On peut ensuite écrire le potentiel dans la base choisie V) ,
Vie) =) k) (K|V ()K" (k"]
kl,kll

= )|V ()K" K K,

K’ k"'
WIVEK) = [ 6V (5o x)

Il apparait un opérateur important, |k’)(k”|. Agissant sur un état |k), il donne
zéro, sauf si k = k” auquel cas il donne [k’),

k') (k" |k) = Gy yer k).

On peut l'interpréter comme 'opérateur qui détruit un électron (par exemple) de
Pétat |k”) et en crée un dans I’état |k’). Cela peut encore s’écrire différemment en
introduisant un nouveau concept, !’état du vide, |0). On choisit cet état normé et
orthogonal & tous les états propres & une particule,

00) =1, (k|0) = 0.

L’état du vide décrit une boite vide et il n’est pas possible de I’écrire au sens des
fonctions d’onde. On peut maintenant écrire algébriquement

k') (K| = [K')(0]0) (k"
= ([K'){0]) (J0)(k"])
——— ——

t Cy 11

Ck,

= cl,ck,,.

On a interprété lopérateur c,, = |0)(k”| comme l'opérateur annihilation d’un
électron dans l'état |k”), c’est-d-dire caractérisé par une fonction d’onde uy, (r).

1) Gi Pon se limite & des positions discretes, r;, la derniére intégrale peut s’écrire comme
(K'|V(r)|k") = AQ Zz ug, (r3)V(ri)usr (r;) olt AQ est un volume par mode dans I’espace direct.
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De méme, c;r(, = |k’){0| crée un électron dans l’état |k’). On peut noter que ces

opérateurs sont adjoint I'un de I'autre, (¢, )" = c;f(, (chLl)Jr =y

On peut maintenant écrire de nouveau le potentiel,

V(r) = Z Vk’,k"cir(’ck”
K’k
Ofl Vkl,kli - <k,|V(r)|k”>

Etats & un électron

Apreés 1’état du vide, |0), on introduit les états & une particule, ce qui n’est rien
d’autre qu’une ré-écriture des états propres de départ. Revenons a la notation initiale
des états

(rla) =u,(r), a=1,2.3,....
On choisit de représenter I’état |a) c’est-a-dire un électron dans I’état « particulier,
en précisant qu’il y a effectivement un électron dans cet état, et aucun dans les
autres états,

la) =0,,09,...,1,,...).
On définit donc les états de base a une particule,

14,05,05...),]0;,15,05...), 0,05, 15...), ...

De fait, I’action de ¢, = [0)(0;,0,,...,1
linéaire d’états a une particule,

‘(]5) :Zaa‘olaom"'alaa"'>a a’ae = <017027""1a""|¢>
[o%

os - - - | sur un état quelconque combinaison

donne directement ’annihilation de la particule dans I’état u,.(r) :

Cau‘¢> = |0><01,02, ey 1&”’ P |¢>
= (]/au|0>

et on retrouve 1’état du vide (ce qui est parfaitement logique apres avoir 6té 1 électron
d’un systéme a 1 électron).

Pour étudier I'action d’'un opérateur création, il faut faire attention au fait que
lorsque l'on travaille dans ce formalisme (appelé formalisme d’occupation), on a
étendu P'espace de Hilbert, puisqu’a c6té des états |0,,0,,...,1,,...) on a introduit
I’état du vide. Dans cet espace étendu, on peut décomposer un vecteur quelconque
comme

|6) = 0){0[#) + D 10,05, -, 10y ){04, 05, ., 10, ),

ce qui signifie que la relation de fermeture dans 1'espace des états d une particule au
plus s’écrit

1001 + > 104,05, -+, 1y )04, 05,y 1y | = 1L
(67
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Probléme a deux électrons, a N électrons

Apres I’état du vide et les états & une particule, il nous faut introduire les états a
deux particules. La fonction d’onde d’un systéme & deux électrons par exemple peut
s’écrire comme un déterminant de Slater,

1
¢a,ﬁ(r1a ry) = ﬁ

Ug(Ty) g (ry)
Ug (ry) Ug (ry)

= |af,

ou les u, (r) sont toujours les états monoélectroniques.

Cette forme satisfait automatiquement a la contrainte d’antisymétrie de la
fonction d’onde des fermions, |fa| = —|af|. Introduisons maintenant les états en
nombres de particules. On travaille dans un espace de Hilbert comprenant les états

10),
11,,05,05,...), [0,,15,04,...), 04,05, 15,...),...
11, 15,05, -.), (15,00, 1a, .00, |04, 1y, g, - ..

Pour alléger 1’écriture, on omet les zéros mais on indique le nombre total de particules
concerné. On aura par exemple

[1:0a)=10y,0y,...,1,,...)

12:0,8) = 01,0000y Loyeeslgy.nn),
mais on conserve la numérotation des états dans un ordre donné (par exemple par
valeurs croissantes de I'indice ), sans que cet ordre des états ne se référe aucunement

a lordre des particules (qui sont indiscernables en mécanique quantique). S’il s’agit
de bosons, on pourra avoir des états du type

12:a,a) =10,,0y,...,2,,...).

Avec ces notations, il est tentant de généraliser I'expression de l'opérateur
d’annihilation®® , ¢, = [0)(1 : «af. Il faut toutefois tenir compte du fait que
l’on peut aussi enlever un électron de fonction d’onde u, (r) d’un état comprenant
initialement deux électrons, c’est-a-dire quelque chose comme |1 : 5)(2 : a, §|. Il faut
cependant faire attention a respecter les relations de commutation entre opérateurs
annihilation. Par exemple 8’il s’agit d’électrons, il faut s’assurer que c,cz; = —cge,.
On peut par exemple poser

¢ = A,J0)(1: al + B,J1: )(2: o,

cg = AglO)(1: B+ Bgll: a)(2: e, B
On effectue alors les combinaisons

coCs = A,Bsl0)(2: a, B

cgcy = AgB,|0)(2: o, B

22 . N .
(22) On se restreint & nouveau au cas de fermions.
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Il suffit que A, = By = Ay = —Bg = 1 par exemple pour assurer la bonne relation
d’anticommutation des fermions. On verra que de maniére générale 1’ensemble de
ces relations de commutation sera satisfait pour des fermions si ’on fait le choix (la
forme de l'opérateur création se déduit de I’adjoint de 'opérateur annihilation)

c, = E N P P N | JRS X € T PYRNP SR DR
n_r
a'#a
cl = E (N LT P/ SRS R [ Yt PO SRR | SRR
'ﬂal
o' #a
ea:(_l)zaa Ea: § Ny va, na:Oou 1.
a'<a

Dans ce qui précéde nous nous étions limités & 0, 1 ou 2 fermions, mais on a

\

maintenant généralisé a un espace de Hilbert & N fermions dans lequel la relation
de fermeture devient®

|$) = 10){0]¢) + D _[1: a)(1: alg)

+Y 200,820, Ble)+ D 130,873, B8 + ...
a,B

a,B,y

10)(0] + > " [1:e)(1:al
«
+Y 120082 B+ D) Bra BByl 4. =1,
a,ﬂ a’B”Y
L’action des c,, et c, se résume & %
Ca‘oo) =0 Ca“‘a) = (_1)2a‘0 )
chl0,) = (=1* 1) ) =0 (h)?=0

«

(23) ce que lon peut repésenter symboliquement par le diagramme suivant :

|11a02703$"'> |11a12a037"'>
01,15, 03, . .. 15,00, 15, . ..
o el i)
|01,09,15,...) |04, 12,15, ...)

(2% I¢i la notation |0a) ou |14) se réfere uniquement & ’occupation du mode «, les populations de
tous les autres modes étant arbitraires et n’intervenant que dans les facteurs (—1)%a.
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et les relations d’anticommutation des fermions sont vérifiées,

{ca7 Cor } - 0
{Ca’ a } - 0
{ca’ a} aa”

ol {Ca’ Co } Co + CorCo

Propriétés systématiques des opérateurs de création et annihilation de
fermions

Partons des relations d’anticommutation des fermions {cq,c} =0, {ca, ¢yt =0,
{cl,c} = 0a,or €t de T'état du vide, |0) tel que cfec,|0) = 0. On a donc plus

simplement c_|0) = 0. Soit le vecteur c/,|0), on a

chea(ch]0)) = ek (1 + cle,)I0)

= ci[0),
soit ¢ = |1). Sur ce nouvel état, 'action répétée de ¢, donne zéro, puisque
it cf |0 1). S 1 état, 'action répétée de cf, d ¢ i
ch|1) = clcl|0) = 0 car {c,, ]} = 2c], = 0. Il reste & faire agir

¢all) = cuchl0)
= (1 - cle,)[0)
= [0).

Dans la base {|0),|1)}, on a donc

= (5 5). @=(1 ).

L’opérateur cfc, est appelé opérateur “nombre de particules” et dans cette méme
base il est donné par la matrice

cted = (8 9)-

Lorsqu’on a affaire & des fermions, il ne peut y avoir que zéro ou une particule par
état quantique. C’est ce que recouvre le principe de Pauli.
Cas des bosons

Si les particules auxquelles on s’intéresse sont des bosons, les relations de
commutation sont différentes,

[aa’ Ay ] - 0
[aaﬁ a’] - O
[aa7 Gy ] 6&,04’7
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ou [a,,a,| = aya, — a,a,. De la méme maniére que dans le cas des fermions,
les relations de commutation suffisent & déterminer l’action de ces opérateurs en
représentation d’occupation.

Soit |n) un état propre de ala,, ala,|n) = n|n). La valeur de n est a priori
réelle et positive, puisque aja, est un opérateur hermitien ((a},)? = a,) et positif
((nlala,|n) = |a,|n)|> = n). On forme

(aj—xaa)a’a|n = a’a(alzaa”n) - a’a'”)
= (n—1)ay|n)
ce qui prouve que a,|n) est également vecteur propre de a:fla o» Mais avec une valeur

propre diminuée de 1. Il faut alors imposer & n d’étre entier positif ou nul car
sinon par actions successives de l'opérateur d’annihilation a,, on atteindrait un

état associé & une valeur propre de al,a, négative. En revanche, avec n entier,
on est assuré d’atteindre 1'état du vide qui est lui-méme annihilé par a,. Il est
naturel de poser a,|n) = z|n — 1). En travaillant avec des états normés, on a donc

(n|ala,|n) = n = |z?|, soit, en retenant la détermination réelle positive,

aln) = Viiln - 1).

On peut montrer de méme ©* que
al|n) = vVn+1jn +1).
Dans la base {|0), |1),|2),|3)}, on a donc

01 0 0 0 0

0 0 V2 1 0 0
a]=[0 0 0 3 =0 V2 0 0
@ 0 0 ro b V3 0

L’opérateur aLa o, est de nouveau appelé opérateur “nombre de particules” et dans
cette méme base il est donné par la matrice diagonale

laa,) =

0 00
010
0 0 2

Comme il s’agit cette fois de bosons, il peut y avoir un nombre arbitraire de particules
par état quantique.

Au total, on peut produire un état quelconque dans le formalisme d’occupation
par applications répétées des opérateurs création sur le vide,

Ty\n
bosons |n) = M\O),

Vn!

fermions |n) = (c!)"|0).

25 On effectue (ahaa)akhln) = ah(l + alaa)ln) = (n + DIn), soit alln) = yln + 1) et
(nlaaahln) = n+1=|y?|.
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Dans le premier cas, les valeurs de n permises sont les entiers positifs ou nuls alors
7

que dans le deuxieme cas n vaut 0 ou 1. Pour des états a N particules, on généralise

ces relations,

bosons |ny,ny,...,n,) = |0},

fermions  |n;,ny,...,n,) = (cl)™ ... (C;)n2 (CDnl |0).

L’ordre d’application des opérateurs est important.

Opérateurs en seconde quantification

Les opérateurs peuvent s’exprimer en formalisme d’occupation en fonction des
opérateurs création et annihilation. On a vu par exemple que 'on pouvait écrire,
pour un hamiltonien de la forme

2
p.
H= E =t :
- (2m + V(r’))
le potentiel sous la forme

V(I‘) = Z Z Vka,k’a’czca'ck’a’

k,k’ 0,0’
ol Vi, o = (ka|V(r)k'c’). Pour I'énergie cinétique, comme
_
Nk,a = CkoCko

représente le nombre de particules de vecteur d’onde k (donc d’énergie h°k?/2m) et
de spin o, on a simplement la forme diagonale (parce qu’on travaille avec les états
u, (r)) suivante

2 21,2
p; h°k
- 27:1 - Z 2m c;r‘”ck"'
g

Pour I'impulsion totale on aurait de méme
— T
Z p;, = Z hkey, Cx o
% ko
et pour le nombre total de particules,

_ T
N = chacka.
k,o

De maniere générale, on admettra que tout opérateur & une particule s’écrit
comme ’énergie potentielle V(r,)

V(rz) = Z Z Vka,k’o"circack’a’

k,k’ 0,0’



Interactions Rayonnement - Matiére 73

ou (dans le cas d’un potentiel indépendant du spin)

Vioxror = (ka|V(r)[K'o”)
:50,0,/d3ru§(r)V(r)uk,(r).

Tant que l'on reste dans un formalisme non relativiste ou le nombre de particules
se conserve, on doit voir apparaitre autant de ¢’ que de ¢, mais on admettra ici que

les opérateurs monoparticulaires ne comportent que des termes en cfe.
Le cas des opérateurs faisant intervenir les coordonnées relatives de 2 particules,
comme les termes d’interaction,

1
2]

est plus complexe. On montre qu’alors (en omettant le spin cette fois)

1
V - 5 E Vk,kl,kli,kl” CLCI(/ Cyert Cyern
4
k/lfltnl

ou cette fois
Voo kit ximam = / &Pr; &rjug (v, g (0,)V (2, — 1)t (x;)tgen (1)

Opérateurs de champ a N électrons

Revenons 2 la base des états propres de 'impulsion, uy (r) = L=3/2efkr 29  On
introduit les opérateurs création et annihilation dans cette base, et I'on tient compte

explicitement du spin de 1’électron. Soit c;rc I'opérateur qui ajoute au systéme un

fermion d’impulsion p = %k et de spin o =T ou |. L’amplitude de trouver au point

r une particule créée par cet opérateur est uk(r)cL - Pour ajouter au systéme une
particule de spin o et d’impulsion quelconque, on développe sur la base des états
propres de I'impulsion, ce qui définit un opérateur de champ 7

pie) =D L7 e .
k

(26) On choisit de travailler dans une boite avec des états discrets.
7 On a ici une relation entre opérateurs de création 1/)1.(1‘) et cLa qui est trés voisine de la relation
entre fonctions d’onde en base de position et d’impulsion. En effet, soit |¢) un vecteur d’état. Dans
la base de position, la fonction d’onde est notée ¢(r) = (r|p) et dans la base d’impulsion, elle est
écrite @ = (k|p) (les états k sont discrets, puisque l'on a choisi de travailler dans une boite). On
passe d’une base & 'autre par transformation de Fourier,

p(r) = Z(l‘“{)(kl(p) = Z L3/2 gikr g,
Kk

k

ol l'analogie devient évidente.
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De méme, on retire une particule de spin ¢ au point r par ’action de
-3/2 —ik
By(6) = S LY
Kk

On peut noter que

Yo (0)P1 (&) + 90, (), (1) = DL 2™ e (o e, + clpio,)

~

k kl —~
’ O,k 0,5
— -3 —ik(r—r')
= E L™%e 050
k
'
=0(r—r')d, .,

c’est-a-dire que les opérateurs de champ obéissent aux relations d’anticommutation
des fermions,

{’(pa (I‘), Q/JI_, (I‘,)} = (5(1’ — I'I)(Sa’o_,,
{5 (@), 9], ()} =0,
{’(pa (I‘), 1/]0_, (I‘,)} = 0.

=

A Taide de cette notation, si la théorie de départ est une théorie dynamique
quantique & une particule (Schrodinger, Klein-Gordon, Dirac,...), quantifier un
champ revient a remplacer la fonction d’onde par un opérateur de champ. Si la
théorie initiale est une théorie des champs classique (électromagnétisme), elle est
quantifiée en remplacant le champ classique par un opérateur de champ.

Etats localisés & N particules

A partir des opérateurs de champ, on peut créer de nouveaux états localisés par
action sur le vide. Commencons par définir 1’état localisé & une particule de spin oy
au point r; :

ryo0) = wll (r,)|0)
— ZL—B/Z eikrlclal |0>
k

— Z L—3/2 eikr1 |1k01>
k

= amplitude de trouver la particule au point r,
avec un spin o,

On s’interroge maintenant sur 1’état localisé & deux fermions,
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QMQ (ry)|ri0q) = Z [,-3/2 gik'ra [ —3/2 eikrlckf 0)
K,k

g2 ckal
|1ka1)

_ —3/2 ik'rg —3/2 ikr1

= E L e L e |1k01,1k,02)
k,k’

= amplitude de trouver la particule 1 au point r; avec
un spin o, et la particule 2 au point r, avec
un spin o, ou l'inverse

1

—=(|r109) ® |ry05) — |ry05) ® |ry0y))

\/5 M~ Y~ M~ ==
part. 1 part. 2 part. 1 part. 2

= [ry0y,1,0y).

C’est matiere de convention que d’ecrlre ici [ry0,,1,0¢) au lieu de |r,0y,T,0,), mais
une fois ce choix effectué, il faut s’y tenir. La notation ci-dessus doit étre comprise. Le
vecteur |ryo,,r,0,) est dans un sous-espace de I’espace produit tensoriel des espaces
des états monoparticulaires &, ticule 1 ® Eparticule 2+ Les états [r, 0, ..., ry05,1,0;)

sont les états localisés a n particules,

T,0,, - -3 T30, T107) =¢T (r, )¢T (rz)@bT (r)]0).

Ils sont donnés par les combinaisons linéaires d’états |r,0,) ® [ry05) ® ... ® [r,,0,,)
convenablement symétrisées pour satisfaire les proprletes des fermions.

Il s’agit 1a de I’état dans lequel un électron de spin oy est au point r;, un
électron de spin o, est au point r,,...et un électron de spin o,, est au point r, .
Ces états forment une base trés pratique pour les systémes a N particules, car ils
sont correctement symétrisés grace aux relations d’anticommutation des opérateurs
de champ. Par exemple,

T, 0., L3035, 0,01,90,) = —|T,0,,...,0305,Ty0,,T0;)
car ¢:;2 (r2)¢ll (r)) = _7#:;1 (r1)¢32 (ry).
L’ensemble des états {|r,0,,...,ry0,,r;0,)} forme un sous-espace (appelé

espace de Fock) de I'espace produit tensoriel {|r,0,) ® [ry0,) ®...® |r,0,,)} d’états
monoparticulaires. On peut maintenant construire un état antlsymetrlque an
particules |¢) dans lequel les particules ont pour fonction d’onde ¢(r,,,...,ry,1;).
Cet état est la somme cohérente d’é .y, T90y, T107) avec les phases

(P(rna e ,1‘2,1‘1),

n
= /H Brp(r,, ... Ty, T[T, 0,,. .. TyTy, T, 0,).
i=1
Par exemple le déterminant de Slater & deux particules est donné par (on omet le
spin)
laB| = (ry, 1|1, 15)

({ry| ® (ry| — (ry| & (ry])|1,; 15)

S-S

(ua(rl)uﬁ(rQ) - ua(rZ)uﬂ (ry))-
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On pourrait bien entendu travailler dans un espace de Fock adapté aux bosons en
nous limitant aux combinaisons linéaires symétriques par permutations, par exemple

ry0y,1,07) (|ry0)) ® [ryoy) + [ry0y) ® |ry0y)),
S~ Y= == =

1
bosons — E

part. 1 part. 2 part. 1 part. 2

et le formalisme se développe ensuite de maniére voisine.

Lagrangien de Schrodinger

Nous allons montrer ici comment on construit une théorie quantique des champs.
On construit tout d’abord la théorie classique (nous considérerons le cas de la théorie
classique associée a I’équation de Schrodinger), puis on passe a la théorie quantique
associée en utilisant les prescriptions de quantification canonique, c’est-a-dire en
considérant les champs non plus comme classiques, mais comme des opérateurs
obéissant aux régles de commutation canoniques.

La densité lagrangienne de Schrodinger (due & Jordan-Wigner) est donnée par

2
L0804, T, T) = b — (T - (F) — Ve, )

Ce n’est pas une quantité hermitienne. Les champs 1 et 1* sont fonction de I’espace

et du temps, ¢ = 1(r,t). Par application des équations d’Euler-Lagrange & 1, on
obtient

. B
— ik = —%v%* + V(r,t)*

et par application a ¥*,

B2
ihap = ——V P+ V(r,t),

c’est-a-dire I’équation de Schrodinger et sa conjuguée. Le moment canonique est
donné par

Ny
;L

et la densité hamiltonienne

= ihyp*

ih

== L= 5 (Fr) - (F9) - 2V (5,0

L’hamiltonien (classique) total vaut

H= / [ (Vip*) - (W)+V(r,t)¢*¢] d3r.

Par intégration par parties du premier terme on obtient la forme habituelle

n=[w]-1 W+vuﬂ¢&wwwmw
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On retrouve ainsi 'élément de matrice de ’'Hamiltonien de Schrédinger (ici noté H)
dans I’état |1)), résultat finalement trés naturel.
Pour quantifier I’hamiltonien, on remplace les fonctions 1 (r,t) et ¥*(r,t) par

des opérateurs de champ (on néglige le spin) % (r,t) et ' (r,t) tels que
[p(r,1), 9" (', 8)] = 6(r — 1),
[¢(r,2),9(r', 2)] = 0,
[W!(r, 1), 4" (', 1)] = 0.

L’hamiltonien s’écrit

H= / dryt(r,t) [—%62 +V(r)] P(r, 1)

= / &Ert(e, t) Hip(r, t).

Considérons I’état 1 (r,)|0) qui crée & partir du vide une particule localisée au point
r,t. Le probléeme consiste & construire un état propre de H. Pour cela considérons
Pétat

/ & o (r, 1)1 (x, £)[0),

o(r,t)yt(r,t)|0) représente une particule créée au point r,t avec une amplitude
@(r,t) (c’est une fonction ordinaire) et on somme sur tout ’espace. On cherche la
contrainte satisfaite par la fonction ¢(r,t) pour que I’état considéré soit état propre
de ’hamiltonien d’énergie E :

H / &r (e, )t (r, )]0) = B / &r (e, (r, £)[0).
On peut exprimer le premier membre
/ &' Bt ) Ho(r,t) P, 0yl (1) [0) = / & ot (x, 8) ooz, )]0)

S(r—r)+9pt(r,t)p(r',t)
= [ & et 0w 0)0)

qui vaut

/ &r Eo(r, {1 (x, £)[0)
a condition que la fonction ¢(r,t) satisfasse a 1’équation originale de Schrédinger

Ho(r,t) = Ep(r,t).

Cela fournit le lien entre I’approche ordinaire de la mécanique quantique et celle
d’une théorie des champs.
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13

Champ de photons, quantification du
champ électromagnétique

Pour quantifier le champ électromagnétique, il est nécessaire d’avoir recours & la
seconde quantification, car le champ électromagnétique est un systéme dans lequel
le nombre de particules (photons) n’est pas conservé. Dans ce sens il n’y a pas
de fonction d’onde du champ électromagnétique, mais le potentiel vecteur A(r,t)
joue un role un peu équivalent. En mécanique quantique, cela devient véritablement
un opérateur de champ, ou champ quantique qui obéit & une équation dynamique
relativiste (I’analogue de 1’équation de Schrédinger), ’équation des ondes.

Quantification du champ

Le champ électromagnétique classique dans une cavité se décompose en modes de
Fourier,

A(r,t) = Z Z [aqe équi(qr—wqt) + aqz équ_i(qr_th)] )
a ¢

La dépendance temporelle, avec w, = c|q|, provient de ce que les amplitudes des

modes doivent satisfaire I’équation des ondes. La jauge de Coulomb impose une
polarisation transverse, q- €,, = 0. La somme sur les vecteurs d’onde q est continue

si 'on travaille dans I’espace infini,
A(I‘, t) = / dng [aqs éqsei(qr—wqt) + aq); éqte—i(qr—wqt)] )
g

L’énergie totale peut s’écrire sous la forme d’une somme d’oscillateurs
harmoniques de masse unité (un oscillateur pour chaque mode),

1
U= [ @Y 5 hQk + Pl
€
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en écrivant les modes normaux sous la forme
_ 3 2y—1/2 :
Qge = (4eyL wq) [quqE + qus]

Qe = (460L3u.)(2])_1/2[quqE —iP,.].

La procédure de quantification canonique consiste a remplacer les variables
conjuguees Qqe et Pqe par les opérateurs correspondants en représentation

~

) . ral - ., . . .
d’Heisenberg, Q. et P,., en imposant les conditions de commutation canonique

[Qqs, quel] = 'lhé(q — q’)éE,E_,

pour un méme mode. On définit ensuite les opérateurs annihilation et création,
adjoint 'un de l'autre,

A~

T -1/2 T
a’qs - (2h’wq) / [quqs ILqu]
qui obéissent &

[aqs7 a(Tl’g’] (q - q,)(ss,s’
a

[aqs7 q’s’]

0
0
0

[a:fls, a:r],s,]

et qui correspondent aux modes classiques par la substitution

( h )1/2 1

o, — a

as 2¢,L3 \/Eq as
AR

e =

“ac (260113) Vg e

On en déduit la forme de I’hamiltonien *® , de 'impulsion totale et du nombre de
particules associés au champ,

H:/d3qZhwq al aq
€
p— / ¢ haal,a,
€
_ 3
N—/quaLane

(28) Le facteur 1hwq a disparu en choisissant de fixer ’énergie du vide & zéro.
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et finalement celle du potentiel vecteur quantifié

B 1/2
A(I‘, t) = (ﬁ) /d3
0

On peut noter que cette expression représente le potentiel vecteur en représentation

de Heisenberg, A ;(r,t) ** . On a donc af(t) = af ™" et a (t) = a,.e™ ™" soit,

en prenant A(r,0), Pexpression correspondante en representatlon de Schrodinger

A(r) = (26 L3>1/2/d3

Etats propres du champ

z'q —twqt —iqr jtwqt
qe® +al, eeT el wat]

é iqr T é* —iqr
qs + a’qs e ] .

Un état du champ |...,n,,...) est & comprendre comme la forme
[ ges ) ®|q151
qi€i

Par abus de notation, lorsque l'on écrit simplement |n, ), c’est que I'on travaille sur
un mode spécifique, omettant de mentionner les populations des autres modes qui
restent inchangées (et d’ailleurs éventuellement nulles si on travaille sur un mode pur
du champ). L’action des opérateurs création ou annihilation est donc & comprendre
comme

aqiei|...,nqi€i, nqi+1€i+1,...) = ‘/nqi€i|...,nqi€i -1, nqi+1€i+1,...)

(29) Avec ’hamiltonien H = Z hw ata ci-dessus, I'équation d’évolution des opérateurs création et
annihilation donne

%a}, (t) = (ih) " al, (t), H] = iwal, ()

que ’on intégre en

Ht Ht ;
a}l(t) = exp (%) atexp (—%) =ewigt

Ht tH ;
apg(t) =exp (%) aexp (—Tt) e~ Wwig

et finalement

[aqe () @qee™™™ + ale(t) egre ] .

I3 1/2
Apg(rt)= (Z&T)T) /d?’qz
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ou en notation compacte, en notant kA le mode spécifique avec lequel on travaille,

akA|”kA> = \/”kx‘”k)\ - 1),
ach)\|nk)\> = Vmyen + 1 ngy + 1),
aLAakﬂ”k)\) = Ml Mer)

d’olt 'on déduit par exemple I'action sur des modes purs du champ

N|nk,\> = ”k,\|nk,\>>
H|nk)\> = hwknk)‘mk)‘>’

P‘”b\) = hknk)\|nk)\>'

Etats cohérents du champ

Les états cohérents du champ électromagnétique sont des états propres de
Vopérateur annihilation, ay,|og,) = opa]ogn) ot oy est complexe. On pose

loyen) = Zgozo Cn|Mep)» SOIE

aralouen) = chv”kﬂ”k)\ — 1) = oy chlnm),

Nk Nk

V1 04a) + V2 [1ix) + 63V [20) 4 - - - = onex Col04a) + @iex €1 [1in) + Qe €] 20n) + - -

On en déduit

¢, = A, c:—a%‘)‘c c:iai)‘c
v 7 vi2” ¢t vi23”
ouc, = f/—%co. La normation impose
‘Of |2n 5
(aaloy) =1 = Z |Cn|2 = Z %‘60‘2 = el |Co|2-
DN L DN )
Finalement,
[ee]
) = gTloal’/2 Z ﬁ)‘,mm)-
'ILkAZO \/77
La probabilité P, = |(nyy|aws)|* d’avoir ny, photons dans I’état cohérent

|ayn) vaut directement |c,|? soit

2n
P = Me—lamlz
R Y
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t1 = _ AT s _ 2 _ a—laxa|? (Nl 2 _
et la moyenne 7y = (ex |Agerdicx [er) = Don,, PlCn|” =€ DN (n—1)! laga” =

2

NG

| k)‘Ill’origine de la dénomination d’états quasi-classiques pour les états cohérents
provient de ce que la moyenne dans un tel état de I'opérateur champ électrique
par exemple prend une forme identique & I’expression classique du champ électrique
pour une onde monochromatique. Pour exprimer cette moyenne, on commence par
exprimer I’évolution temporelle [1(t)) d’un état pris & ¢ = 0 dans un état cohérent,
[¥(0)) = |ay,)- La dynamique d’un tel état est gouvernée par I’hamiltonien du

champ monomode libre ﬁchp = hw(dl Ay + %), dont les états propres sont les états
“nombre” |ny,). On a alors

el n
—lewal?/2 Z YA —i(n+3
lih(t)) =e [eaeal”/ 0 n!e z(n+2)wt|nk)‘>’
NrA=!

d’ou découle I'action de I'opérateur annihilation sur un tel état,
g9 (t)) = e e[ (1))
On en déduit également I’expression adjointe,

((t)]afer = aer (B (0)]-

11 suffit alors de calculer la valeur moyenne de

h ~ —ikr ~ tkry A
A) = 1) 5o 7 (or 7+ 1y ) &

dans I’état [1(t)), soit

h * —i(kr—w i(kr—w A
(W) |A(r)|(t)) = \/ m(akxe (er—wt) 4 Qyy € (k t))ek/\

— (Ag e—i(kr—wt) + AO ei(kr—wt)) ék)‘
Pour un champ classique, on aurait une expression analogue,
Aclssq(r’ t) — (AS e—i(kr—wt) + AO ei(kr—wt)) &
qui conduit & un champ électrique

E 554 (r; 1) = (—iwAg emilkr—wt) 4 A, eikr—wt)) &,

C’est une expression réelle. Le carré du champ (moyenné sur le temps) donne
(Bssq (r:)) = 207 4%,

clssq

’amplitude du champ électrique vaut alors E, = v/2w|4,| et la densité d’énergie
associée %eoEg. En mettant & profit le fait que dans la correspondance avec la

moyenne quantique on a A, = 1/250+3w0!k,\, on obtient 1e,E3 — %602%|ak)‘|2
soit finalement en introduisant le nombre moyen de photons,

1 9 1hw _
§€0E0 — §ﬁnk)‘.

Une autre contribution identique & la densité d’énergie proviendrait du champ
magnétique.
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Sections efficaces
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14

Etats de diffusionald

Le probléme de base de la diffusion peut étre présenté par les états de diffusion d’un
potentiel unidimensionnel, par exemple un puits fini de largeur 2a et de profondeur
—V,- Le potentiel est choisi nul en dehors du puits. On choisit des énergies positives,
E = 1’k?/2m et on utilise la paramétrisation V, = h’k2/2m, ¢ = k} + k>

La symétrie du probléme est brisée dés lors que 1’on considére que des particules
incidentes d’énergie E arrivent de —oo et se dirigent vers les = croissants, il est
donc inutile de chercher & symétriser le potentiel et les solutions de 1’équation de
Schrédinger. Ces solutions précisément peuvent s’écrire

siz<0 9 (r)=e*®freike
si0<z<2a (z)= Ael?® 4 Be i

ik(z—2a)

si2a <z YPs(z)=ce

Le facteur de phase e**® ne change rien au module de la fonction d’onde, mais
simplifie les équations de continuité :

1+r=A+B
q
l1-r=2(A-B
r="1(4-B)

t = Ae2z’qa + Be—?iqa

t = %A( e2iqa o Be—?iqa)
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Par somme des deux premiéres équations et différence des deux derniéres on obtient
un systéme avec second membre,

A(l1+q/k)+ B(1—q/k) =2,
A(1 — q/k)e*® + B(1 + q/k)e™%9% = 0.

Le déterminant vaut D = 4(q/k) cos 2ga — 2i(1 + (q/k)?) sin2ga et la solution pour
A et B est donc

A =2D7'(1+ g/k)e” >
B = —-2D7Y(1 — q/k) e*°

que ’on réinjecte dans la troisieme équation de départ pour avoir ¢,

. -1
t= [cos 2qa — % (g + %) sin2qa] .
En termes de courants de particules
. h * *
J= TW Vip —pVip*)u,
mi

on obtient pour les parties incidente, réfléchie et transmise, les valeurs

] hk

‘Jincl = E

. hk

ldreal = —E|T|2
. hk
|-]trans| = E|t|2

auxquels sont proportionnels les flux de particules (par unité de surface perpendic-
ulaire & z). Les coefficients de réflexion et de transmission sont donnés par

R=|r?
T =t
R+T=1

en particulier pour le puits fini & une dimension,

2 _ g2 2
1+(q2ﬁ;> mEQmi

qui s’exprime en fonction de 1'énergie des particules incidentes, (¢*> — k%)? =
(2mV,/h*)?, 4¢*k? = 4(2m/h*)E(E + V), soit

-1
T =

ﬂEﬁ:P+(La%%$$>mﬂmv%mE+%wﬁ44.
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Le coefficient de transmission varie entre 0 et 1 et vaut 1 lorsque sin 2qa s’annule,
c’est-a-dire pour 2ga = n7, donc aux énergies

h’¢? h2r?
E = — — =
" 2m Vo 8ma?

—V, > 0.

Ces valeurs correspondent aux états liés du puits infini de méme largeur 2a que le
puits fini considéré ici. Il y a alors transparence totale du potentiel. Ce phénoméne
peut sembler étrange, il peut se comprendre en notant qu’a ces énergies, la fonction
d’onde (du puits infini de méme largeur) s’annule aux deux bords du puits z = 0
et © = 2a et les particules incidentes & ces énergies ne peuvent donc pas sentir de
variation locale de potentiel. Cette transparence est une manifestation simplifiée de
l'effet Ramsauer-Townsend.

Le point intéressant dans cet exemple est que la détermination des coefficients
de réflexion et de transmission donne des informations indirectes sur la structure du
potentiel d’interaction, et permet ainsi en partie de remonter aux caractéristiques de
ce dernier par comparaison avec des modeles élaborés a priori et donc de les valider ou
au contraire de les rejeter. C’est la démarche qui a été employée classiquement pour
valider le modele de Rurtherford et qui depuis est I'outil de base de la détermination
des processus d’interaction et de cohésion de la matiére, notamment dans le domaine
de la physique des particules élémentaires.
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Définition des sections efficaces

Dans une expérience de diffusion, on envoie des particules incidentes sur une cible.
Le flux incident est noté .J;. La section efficace mesure le nombre de particules
déféchies dans un angle solide déterminé dans la direction ou l'on a virtuellement
placé un compteur. On repere cette direction par un vecteur 0, dans la direction de

diffusion © | soit encore par les angles 6 et ¢ par rapport & la direction du faisceau
incident, k; . (le vecteur d’onde incident est aussi noté k = k;, ). Le nombre de
particules d>N défléchies pendant un temps dt dans la surface élémentaire r2?d2Q

du compteur (les flux J sont en nombre de particules par unité de temps et de
surface, [J] = L72T71) vaut

&N =J' r2d*Q dt
——v

compteur

et il correspond & ce que préléverait au faisceau incident une cible totalement opaque
de surface équivalente d’c, soit
&N = J, &0 dt = J, LT @20t
— S Ngg

cible

La section efficace d?c se mesure (comme Iindique son nom) en unités de surface "
, [6] = L2. On distingue ensuite plusieurs cas de figure, mais la définition générale

(39 On note encore i, = f(dig = kqirr /| kaire| = k'/|K’|-

G On prend garde dans ce cours, contrairement & l'usage traditionnel, de noter les dimensions
des éléments différentiels, de sorte que la section efficace différentielle souvent notée do/d<2 est ici
d%0/ d29.
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provient de I’égalité des deux expressions,

ii)

&N =J' £2d2Q dt = Jy d?o dt.
—— ~—~—
compteur cible
Lorsque le faisceau incident est constitué de particules (diffusion de Rutherford

par exemple), on a d?c = bdadb oul a mesure I'angle de rotation autour
du faisceau incident, et co'incide donc avec ¢ du coté diffusé. On a alors

d®N = Jbdadbdt = J, dzg d*Qdt avec d’Q = sinfdf de, soit

d’o b |db

d2Q  sinf | dé|’
Si le faisceau incident est une onde électromagnétique classique, les rapports de
flux diffusé et incident sont dans les rapports des modules au carré des champs
électriques (ou les rapports des intensités) associés a I’onde,

d20 B ilr ‘E'|2
&0 7" T ER

iii) Lorsque l'on effectue un traitement quantique, on applique également cette

derniere expression. La fonction d’onde représentant le faisceau incident est une
onde plane,

Po(r) = Ay e = A, ellkl=.

On écrit que 'onde diffusée est asymptotiquement sphérique (dans les conditions
d’une expérience, le compteur est placé a distance macroscopique alors que les
interactions faisceau incident-cible sont limitées & des échelles microscopiques.
On a donc

eik'r

P'(r) = A'(Q)

Les flux incident et diffusé sont donc donnés par

hlk hlk
Jo= "M e = MM 4

hlk'| |A"(Q)?
2

7= My e

m T
On en déduit
do _ K [AQP 5 _ [K]A(QF
d2Q k| [4p[*r? k| [A]>
On simplifie en général en considérant une onde incidente normée, A, = 1,
d20' |kl|| ( )|2 |k/| ?
20 K| [k

bl

dQQ

ou A'(R?) = g—zé est Pamplitude de diffusion, homogene & une longueur.

La quantité % est appelée section efficace différentielle. Par intégration sur

I’angle solide, elle conduit & la section efficace totale

d’s ,
0:/d2QdQ
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Sections efficaces et regle d’or

Relation générale entre section efficace et taux de transition élémentaire

Une fagon trés féconde également de calculer les sections efficaces repose sur
la régle d’or de Fermi. On simplifie ici le probléme en considérant un faisceau
monochromatique incident (k bien défini) et une cible limitée & un seul atome
dans un état discret (’état fondamental par exemple). On peut polariser le faisceau
incident ** et analyser également la polarisation diffusée si besoin. Il s’agit d’une
expérience de diffusion, 1’état total du systéme est donc constitué d’une partie
faisceau (dans le continuum) et d’une partie atomique (on supposera ici dans un
premier temps qu’il n’y a que des transitions entre états discrets pour ’atome), de
sorte qu’on a bien des transitions entre états du continuum de par la partie faisceau,
ce qui autorise 1'utilisation de la régle d’or. Dans la régle d’or il apparait la densité
d’états dans I’état final qu’il faut maintenant repréciser proprement. En général, le
systéme est supposé se trouver dans une boite cubique de taille L?. Le nombre total
d’états dans I’état final (quantités primées) est donné par

d3n

2 kl ’

" _Z/dE’/d dE' 420
= E /dE,pel(El)

2 On note € ou o la polarisation selon qu’il s’agit de photons ou de particules massives ayant un
spin, le contexte suffit & éviter toute confusion avec la section efficace.
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d3 I =f
densité d’états en énergie p, (E') = / dQQid E?EQEQa
d3 1t d2 / E,
densité d’états partielle d E?;Ll((l;ﬂ = %252 )

Dans ces relations, €’ représente la polarisation du faisceau dans 1’etat final. Si 'on
ne s’intéresse pas a ’angle de diffusion, on peut utiliser le nombre d’états d’énergie E’
a dE’ pres, dny,. = p.(E')dE’, mais il faut s’assurer que les éléments de matrice
n’ont pas de dépendance angulaire.

Le taux de transition est mesuré par unité de temps et d’angle solide,

& oN
d2Q  d2Qdt”

. A ., . 2
Comme la section efficace est de la méme forme que le taux de transition, JO% =
3 . . oy 7
%, on a une relation de proportionnalité
d%o _ gt d’r
dzQ 0 420
ou J, est toujours le flux incident.
(%n en déduit une relation trés importante en raison de ses nombreuses
applications pratiques,

d%c

Fi Iy =Wl

(16.1)

assortie d’une condition de conservation de 1’énergie dont la forme précise dépend
du processus impliqué. Ici, la densité d’états en sortie est résolue en angle, soit

d?p.(E')  dny

d2Q  dE &2’

Pour déterminer cette densité d’états dans I’état final par unité d’angle solide, on
écrit que dans un volume L3, le nombre d’états de polarisation €’ et de vecteur
d’onde k' vaut

d’p./(E')
3 _ 2
d nk,s, - %d QdEI
d3nklsl 9
= —=*¢ J°QdF’
d2QdE’ d*d
3
= [K'[*d|K'|d*Q (ﬁ)
N—— 2m
volume
disponible _volume
d’un mode

On utilise ensuite la relation de dispersion adaptée au probléme considéré.
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On peut donc distinguer plusieurs cas, a la fois pour le faisceau incident, puisque
la forme prise par le flux J; en dépend, mais aussi pour la densité d’état qui dépend
de la nature des particules diffusées et ne prend pas la méme forme selon qu’il
s’agit de particules massives (électrons ou neutrons par exemple) ou non massives
(photons) & cause des relations de dispersion différentes.

Flux incident

Dans le cas d’un faisceau incident de photons, on suppose pour simplifier qu’il s’agit
d’un faisceau incident dans un mode bien particulier, soit n,, le nombre de photons
dans ce mode |ke) (dont on précisera le sens ultérieurement) dans un volume L3.

Le nombre d’interactions effectives dans la surface efficace d%¢c en dt est donné
par le nombre de photons dans le volume cdtd?c, soit d*N, = cdtd?s(n, L~3%) =

Jydt d*o, soit
Jy =n L% (16.2)

Les particules massives sont en général représentées par une onde plane normée dans
le volume L3, 1,(r) = L=3/2™" s0it un flux incident

— %L_3.

(16.3)

Densité d’état des photons

Pour déterminer la densité d’états dans 1’état final par unité d’angle solide, on
applique la relation donnant le nombre de modes dans un volume élémentaire dans
I’espace réciproque,

p, (E')
dz2Q

L

3
&y, = d’QdE’ = [K'|*d|K'|d*Q (2—>
s

En utilisant de plus la relation de dispersion E' = |p’|c = h|k'|c, soit d|k’| = dE'/kc,
on a

L\’ E”
d3 rar — -~ dEld2Q
Mere (27r) (he)3

soit

dZP(El)_ £ 3 E'2 B £ 3‘*’12(' (164)
a2  \2r/) (he)® \27) Ac )

ou l'on a introduit la pulsation wy, de 'onde diffusée, E' = hwy,.

Densité d’état pour des particules massives

Pour des particules massives en sortie on procéde exactement de la méme maniére.

Dans un volume L3, le nombre d’états de polarisation o’ et de vecteur d’onde k’
vaut

_ &py (E')

3
d Nyrgr = dZQ

3
d*QdE' = |K'|*d|k’'| d*Q (;)
s
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2 2 112
En utilisant cette fois la relation de dispersion parabolique, E' = lel” m, on

. 2m 2m
obtient

3 L\'m / /12
dnk,a/: - ?|k|dEdQ

27
soit
2p g (E' L\’ L\* 32
oo (B') _ (L Pw=(=) (2 2F (16.5)
d2Q 27 ) h 27 h
ou 'on travaille soit en vecteur d’onde, soit en énergie.
Bilan

Pour un probléme de diffusions de lumiére (photons en entrée et en sortie), la section
efficace différentielle est donc donnée par

d’c  2r , L} L\* wi,
e - €|Wf’| Ngee € (%) hed (16.6)
——

faisceau faisceau
incident  diffusé

Pour un probléme de diffusion élastique d’électrons (si la diffusion est bien
élastique, on retrouve des électrons en sortie), la section efficace vaut

d’c 2w 5, mL? L\?® /m\*?

—_— = — . — — — V2FE'. 16.7
2Q Wil h|k| (%) (rﬂ) (16.7)
R N % _
faisceau faisceau
incident diffusé

On peut également avoir un probléme du type photo-émission, ou des photons
incidents éjectent des électrons de la cible, on a alors

d’c 27 , L} L\ (m\**

Go g 2 (1Y ()" v 63
~—— ~ -
faisceau faisceau
incident diffusé

On multipie par deux ces résultats si le détecteur n’est pas sélectif en polarisation
(ou en spin).
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Equation intégrale de la diffusion

On se propose d’établir I’équation de Lippmann-Schwinger, qui résoud, en principe,
le probléme de la diffusion d’une particule par un potentiel arbitraire.
Fonctions de Green en électromagnétisme

Une digression utile consiste & revenir au probleme du potentiel en électrostatique.
Soit & résoudre 1’équation de Poisson

Ag(r) = —p(r)/e,-

Lorsque p(r) est limité & un volume d’extension finie, la solution générale est de la
forme

(;5(1') L d3,,_/ p(rl) .

- dre, |r —r/|

Cette solution, qui apparalt comme une somme de contributions coulombiennes
élémentaires, sommées sur tout le volume chargé, est en fait obtenue & partir de la
fonction de Green associée a ’équation de Poisson. Soit G(r) la solution de I'équation
sans second membre,

Elle correspond au potentiel coulombien d’une charge ponctuelle —¢,,

11
4r |r|’

G(r) =
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et ’équation de Poisson étant linéaire, il suffit de décomposer la source p(r) sur des
charges unité,

~ple)/z = 5" [ o = x)p(r)

pour sommer ensuite les réponses aux charges unité pondérées par la fonction de
Green,

r)= —80_1/ d*r'G(r —r')p(r')

— 1 /d3,’_l p(rl)
dre, [r—r/|

Equation de Lippmann-Schwinger

s . > \ s 4 : R?k|?
On s’intéresse maintenant & un probléeme de diffusion. A I’énergie E, = 2|m|

(état de diffusion), on compare I’équation de Schrédinger en présence du potentiel
décrivant I'interaction avec la cible,

( 252 VE+U(r )> e (r) = Bty (r)

a londe plane ¢, (r) de méme énergie, solution de

- _VQ‘Pk(r) = By (1),

avec ¢, (r) = L=3/2e*. On a donc deux équations
2m
s
(V2 + k") (r) = 0

soit, par différence

(V2 + k) [t (r) = 1 (1)] = u(r)ehyc (1),

équation dont on cherche la solution [¢), (r) — ¢, (r)]. On décompose la source sur la

base des d(r),

w(r)py (r) = / ar8(r — v (e Wy (1),

(V2 + k) (r) = Z5U ()¢ (r) = ulr)ihy (x)

ce qui permet de décomposer sur la fonction de Green avec la méme fonction poids
la solution cherchée,

i / B G(r — )l (),

(V2 + [K[*)G(r) = 6(x).
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La fonction de Green est solution, en symétrie sphérique pour r # 0, de
1¥(
r dr?
que l'on résoud en posant p = kr, dp = kdr,
2
d—p2(pG(p)) + pG(p) =0

dont les solutions sont harmoniques pG(p) = A e + A_e %, soit

rG(r)) + K*G(r) =0

1 ) )
G(I’) = ]{}_ (A+e1'k,r + A_e_””) .
T
On ne retient physiquement pour le probléeme de la diffusion que la solution ayant la

structure d’une onde sphérique sortante, en $ Par ailleurs la constante s’obtient
par intégration de I’équation de définition de la fonction de Green sur une sphére de
rayon R et en faisant tendre R vers 0,

lim [ d*r(VZ+E)G(r) = lim [ 4(r) =1,
R—0 R3 R—0 R3

ol le premier membre se développe en
R etkr

- A
lim d*r div(VG) +k*—* lim 4mr? dr
R—0 Jp3 k R0 Jo 7T

J

flux de V¢ nul quand R — 0
Avec [VG| = AT+ (—# + zk?), on obtient

o A4TA, . 4T A .
flux de VG = —%e’kR n %ikRe’kR.

~ J

——4mw Ay [kquand R—0

_ _k
On a finalement A+ = —1 et

1 eik|r|
A |r|
La solution cherchée du probléme de diffusion s’écrit ainsi comme une équation

intégrale, connue sous le nom d’équation intégrale de la diffusion ou de forme
intégrale de I’équation de Lippmann-Schwinger,

eik|r—r'|
Py (r) = (1) + / dPr'u(r’ )i (r') ( : 7)

G(r) =

4w r—/|
— o) = 2 [ T )
(pk 27rh2 k |I‘ _ I‘"

= soln gnrale éqn sans 2nd mb + soln prtcliere éqn complete.

C’est une équation intégrale dans laquelle la soluion chechée apparait aussi sous
I'intégrale au second membre. Elle se résoud de maniere itérative par approximations
sucessives.
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Approximationde Born

Comportement asymptotique de ’amplitude de diffusion

Un detecteur est placé & grande distance de la cible dans la direction k’ par
rapport a la direction k du faisceau incident. L’origine est choisie au niveau de
la cible, r' décrit la cible et r repere le détecteur. On peut faire ’approximation
[r| > ||, |r—r'| ~|r|— r’ﬁ, on a donc k|lr —r'| ~ kr — k(r’ - £). Dans le cas
de la diffusion élastique, on a encore k' = k' et au dénominateur on se limite*
|r —r'| >~ 7, ce qui donne

—ik'r’

eil<:|r—r'| etkr
=~ €

r—r/| = r
Cela simplifie I’équation intégrale,

m_ekr 3, ’ N .—ik'r’
P (r) = @y (r) — Py d*r'U(r" )iy (r')e
eikT

= o) + A @,

ce qui permet de définir 'amplitude de diffusion et la section efficace différentielle

d2f m —ik'r’
A'(Q) = d2(12( :—2wh2/d3r’U(r')¢k(r’)e k
Ao |d2f |
d2Q | 429

33 11 faut pousser le développement au premier ordre dans argument de Pexponentielle, puisque

p g p , puisq
la différence |r — r’| est comparée & la longueur d’onde dans k|r —r’|, alors qu’au dénominateur on
peut se contenter d’un calcul & 'ordre zéro.
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Série de Born et approximation de Born

L’approximation de Born consiste a itérer la relation précédente en remplacant
I'intégrale sur 1, (r') par une intégrale sur ¢, (r’) pour faire apparaitre la série de
Born. Pour cela, on effectue les substitutions de variable d’intégration, r' — r" et
r —r', etc...

m eikr e
W) = 0) = 57 S [ AT (e

m elk’r‘ —ik'r"’
W) = i) = S0 S [ U e

soit en substituant,

m ikr

ok T

P (r) = @y (r) — /d3r’U(r’)e—ik’r’

ikr'
x | ¢ (I") _m e d%‘”U(I‘”)’Zﬁ (r//)e—ik’r"
k 27rﬁ2 r! k .

C’est une expression exacte qui conduit & I’approximation jusqu’au second ordre si
I’'on remplace de nouveau v, (r"") par ¢, (r") dans la derniére intégrale,

P (r) = (1)

eikr

_ 5 hZ /dgr'U(r')apk(r’)e_ik'r’
™

zkr i
+( 27r52) /d3 I/ U < U(r”)e_zkr P (r")

La premiére approximation de Born consiste a s’arréter au terme d’ordre 1, soit,

en utilisant aussi I'onde plane incidente ¢, (r) = ’** et en définissant le vecteur de
diffusion qui mesure le transfert d’impulsion,

q= k, - k7
~ atkr —z(k —k)r’
Py (r) = 27rh2
d’f oiar’
Q) =55 = 27rh2 / &r'U(r’)e "
m
= — U
omh? (@

ou I’on a défini la transformée de Fourier tridimensionnelle du potentiel d’interaction,

U(q) :/d3r'U(r')e_iq".
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Dans le cas d’un potentiel d’interaction & symétrie sphérique, U(r), il est utile
d’effectuer 'intégration sur les angles dans la transformée de Fourier,

ﬁ(q) = / / 27 sin @' delrlz d/r’U(,r’)e—ilqlr'cosG’
0 0

2 filz?:;;' Tals7 €= Taly7 Si lalr’
4 o
= dr'r'U(r') sin|q|r'.
lal Jo

Conditions de validité de ’approximation de Born

La premiere approximation de Born consiste a remplacer 1, par ¢, dans I’équation
intégrale de Lippmann-Schwinger. 11 faut pour que ce soit licite que 1’onde incidente
soit peu distordue dans la région ou régne le potentiel. On peut définir un nombre
complexe qui mesure cette distorsion,

C(k) _ wk (0) — (pk(O)’
2 (0)
et la contrainte |c(k)| < 1 nous assure de la validité de 'approximation de Born a

Iénergie E, . Pour estimer c¢(k) il faut revenir & ’équation intégrale exacte, car on
s’intéresse a la limite r — 0 qui n’est pas accessible par la forme asymptotique. Soit

eik|r—r'|
Py (r) — iy (r) = / dgrlu(rl) Py (r') ( : 7)

C4m | —r/|
~pi(r’)

dans laquelle on fait r = 0,

c(k) N/d3r'u(rl)eikr' _ieikrl
- A 1 )7

On exige en général que I'approximation de Born soit valable méme & la limite & — 0,
ce qui représente le cas le plus contraignant, et dans le cas d’un potentiel & symétrie

sphérique on impose
o
/ r' dr'u(r’)
0

o

r'dr'|U(r)] < 1.

|c(0)] =

2m

o

L’approximation de Born est une approximation de haure énergie, valable lorsque le
potentiel d’interaction est faiblement perturbateur.
Exemples d’application

Considérons comme premier exemple un puits carré attractif de rayon a et de
profondeur —V; < 0. La condition de validité s’exprime par |c(0)| = 33 3Vpa® < 1.
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Il faut donc imposer la contrainte Vj; < ma2 Pour 1’1nterpreter on rappelle qu'un
confinement dans une région d’extension spatiale a conduit & une énergie cinétique
de l'ordre de T' = 52 a2 La condition de validité de 'approximation de Born s’écrit

donc |V, < T, ce qui signifie que le potentiel d’interaction est trop faible pour
pouvoir lier un état du faisceau incident. On peut donc procéder au calcul de la
transformée de Fourier du potentiel,

U(q) = |q|/ dr'r'U(r") sin|q|r’

47V
=7 0/ rsingr dr.
qa Jo

sin ga _ acosga
a2 q

Finalement,

9 :
A'(Q) = ;L‘;b (acosqa — s1nqa) .
q

q

On a bien [A'(Q)] = L.
Un deuxieme exemple est fourni par le potentiel gaussien attractif

U(r) = —Vye /"

pour lequel la condition de validité s’exprime par |c(0)| = 2mv° I © pe=(r/a)’ dp =
QR’Q 1Voa & 1. C’est la méme contrainte que dans l’exemple précédent, ce qui est
logique car ’échelle d’énergie est de nouveau fixée par V;, et celle des longueurs par
a. La transformée de Fourier est donnée par

~ 4 o0 2, 2
U(q) = %Vb/ﬂ drre™" /% singr.

. , o0 2 2 : i
L’intégrale vaut [ re=" /o L (el — e~%")dr, or

< —T*Z/a2 iqr d * 1 7'—1*2/(12
re edr = —4— e'? dr
0 dq Jo

_ ;4 / % om0 A g=(r/a=iqa/2)? g,

dgq
d 2 2 o0 2
=—j—e ¢ /4a/ e du
dq 0
—_——
VT

3
= +i%\/7_re_q2a2/4
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Finalement on obtient

~ 4 3 2 2
O(q) = TR fremia/s

qg 4
AI(Q) — _2”’;2 7['3/2%0,36_(12(12/4
s
d%o maQVE) 2 ma? —q?a?)2
20 - \Uw ) 1° '

Diffusion de Rutherford par ’approximation de Born

Le probléme de la diffusion de Rutherford est celui du potentiel coulombien. C’est
le potentiel d’interaction pertinent lorsque des particules chargées sont envoyées sur
des atomes avec un parametre d’impact typiquement inférieur au rayon de Bohr a,,
de sorte que 'effet des électrons de I’atome est négligeable. On a donc un potentiel
perturbateur

_ 272

Ulr) ==
dans les conditions de l’expérience historique au cours de laquelle les projectiles
étaient des particules alpha.

La transformée de Fourier tridimensionnelle du potentiel coulombien n’est pas
définie, on utilise donc un potentiel décroissant plus rapidement, comme le potentiel
de Yukawa,

27e% _
UM(T): 7" e™", u>0,

ry am 2 * : —ur
U,(a) = —2Ze dr singre™*
q 0

o0 oo
q 21 \Lig—p 0 1q + 0

4 1 2
—7r2Ze2 4

q 2 p? + g2
4

:—7T2Ze2 2q 5
q p2+q

Dans la limite 4 — 0, on obtient le résultat simple suivant,

- 27Z¢e?
UO(q) :4’/T q2 ’

d’ou 'on déduit la section efficace différentielle de Rutherford,

o (4Z2\* _,
20 \q ) 77
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qui s’exprime de la maniere habituelle en notant que ¢ = 2k sin g,

d’c _ Ze2\? 1
dzQ o 2F sin4 g

I1 est remarquable d’obtenir la méme expression que dans le cas classique
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Regle d’or de Fermi et approximation
de Born

Nous avons établi la regle d’or de Fermi qui permet d’évaluer 'amplitude de
transition entre états quantiques. On peut utiliser cette approche pour démontrer
Papproximation de Born comme transition entre un état incident libre représenté
par une onde plane et un état final de diffusion asymptotiquement libre également.
Cette démonstration est instructive et permet d’établir un lien entre deux approches

perturbatives.
On utilise la relation entre taux de transition et section efficace différentielle,

£_2_7T|U |2 d*n _J&
20 h T \dE®Q /), 020

Ici, Up; = (f|U(x)]3), avec i) = |oy ), @y (r) = (rlo) = L722eHT et |f) = |gh) =

|1 ) est une onde plane se propageant dans la direction k', ¢,.(r) = (r|gy.) =
L~3/2e'%"r  En représentation de position, le potentiel d’interaction s’écrit

Um:/&mwmm
Ui = [ ErlpenUm o
:L_3/ d*re "7 (r)

=L730U(q), q=k -k
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Le flux incident vaut Jy = |y (r)|*25 = L7325 On obtient alors

d’o m 27 ~ d’n
- _L3_L—6 U 2(_ " .

R T S AU (e orery 5
Le nombre d’états dans d3k est donné par

dn k2 dk d2Q
P qEe="""0
dE 2Q (2r/L)3

d3n L mk
dE d2Q E - (2n)3 B
En combinant ’ensemble de ces résultats, on obtient finalement

d%c m \? ~
F (W) |U(aq)|?,

ce qui est bien le résultat dans I’approximation de Born.



Interactions Rayonnement - Matiére ]. Og

20

Méthode des ondes partielles

La méthode des déphasages convient pour traiter les potentiels fortement
perturbateurs a symétrie sphérique. Elle est fondée sur un développement de la
fonction d’onde sur la base des harmoniques sphériques.

Fonctions de Bessel et de Neumann sphériques

Les solutions de 1’équation de Schrodinger en potentiel nul sont les fonctions de
Bessel et de Neumann sphériques (pour la partie radiale). On a

K21 42 L2
“amrare "Vt e

o I'on pose 4(r,0,¢) = R,,,(r)Y™(0,¢) et R,,,(r) = 1x,,(r), soit

B> A2y RA(141)

- — = Ey.
2m dr? 2mr?2 X
On pose F = h2k2/2m , on obtient alors
d’x 1(I+1) 5
_ A —k
dr? + 2z X X
&% W+
dp2 ,02 -

ou la deuxiéme équation ne fait intervenir que des quantités sans dimensions (sauf
X), avec p = kr. On factorise ensuite 'opérateur

> I(l+1
NESY

Q=g t
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au moyen des deux opérateurs différentiels du premier ordre, adjoints I'un de
Pautre ¢

d 1
bt = —— + -
! dp =~ p

d 1
b= — 4+
"Tdp T p

Ol = b;rbl = bl+1b;’:|-1

On en déduit en particulier que si x; est une solution connue, c’est-a-dire telle que
Oyx; = X, alors on a aussi O,,b,,x; = bf,,X;, ce qui signifie que b, x; est une
nouvelle solution du probleme, associée & une valeur augmentée du moment cinétique
et que 'on peut par conséquent noter x;,; (& un facteur de normation pres dont on
ne se préoccupe pas ici). Si 'on trouve la solution correspondant a [ = 0, on engendre
les autres solutions par applications successives de 'opérateur échelle, comme dans
le probléme de P'oscillateur harmonique. Soit donc 4 résoudre I’équation

d2X0

sin p
dp?

+x0=0, dou xolp) = { —cosp
Le choix de signe est conventionnel. En revenant & la partie radiale de la fonction
d’onde on a

sin p COoS p .
Ry(p) = AOT - BOT = Ayjo(p) + Byng(p)

ce qui définit les fonctions de Bessel et de Neumann sphériques d’ordre 0. On génere
ensuite R, (p) = Ayj,(p) + Byny(p) par les relations

) 1 d 1 ) sinp cosp
= 4= el
71(p) P ( E” p) (Pjo(p)) = P
1 d 1 sin p cosp’
n =—\|\——+= n =—— -
1(p) P ( Ew p) (g (p)) ; e

(34)

*

+ * __ = * _i £ 9
Gt ) —-LK axi(o) (— 52+ 5 ) x @ﬂ

=/ dpm(p)ixz(p)— / dpn(p)ixﬁ(p)
0 p Jo dp

~

-~

b (p)xs (I = [ dp x5 () “3H

o 2% d l p—
:A @M@(a+ﬁmw—wmmn



Interactions Rayonnement - Matiére ]. ]. ].

puis les autres par itérations successives. Les fonctions de Bessel sphériques sont
régulieres a 'origine alors que les fonctions de Neumann sphériques sont singuliéres.
On définit de méme des combinaisons complexes, les fonctions de Hankel sphériques,

hi(p) = j)(p) £ iny (p).

Les deux premieres par exemple sont données par

hy (p) = ﬂF% et

1 ) ~
R (p) = - <1 + %) etir,

Certains comportements asymptotiques sont fort utiles, on en donne quelques’uns
dans le tableau ci-dessous.

Tableau 20.1 Comportements asymptotiques des fonctions de Bessel, de
Neumann et de Hankel sphériques ((2{ + 1)!! est le produit des entiers impairs).

fonction T — 00 r—0
Bessel Je(p) = 1 sin(p — £r/2) Je(p) ~ _r

p (2¢+ 1)1
Neumann ng(p) — —% cos(p — €m/2) ng(p) ~ —(24— 1)”p£+1
Hankel hy (p) — i%e_i(”_e”/ﬁ)
Hankel hj’ (p) — —i%e"("*“/g)

Développement de ’'onde plane en harmoniques sphériques
Pour une particule libre, V(r) = 0, la partie angulaire de la solution de I’équation

(62 + k%), (r) = 0 se développe donc sur la base des harmoniques sphériques et la
partie radiale est donnée par une combinaison de fonctions de Bessel et de Neumann
sphériques :

0o l
e*T%0 = NN (@i (kT) + by (k) Y™ (0, 0)

=0 m=-1

Comme la fonction e?*" 5% est réguliere & 'origine, les b;,,, sont tous nuls et comme

etkrcost ne dépend pas de ¢, on sélectionne m = 0, c’est-a-dire & une constante pres
les polynémes de Legendre,

gikrcost — ZAljl(kr)Pl(cos 0).
1=0

La détermination des constantes A, se fait par projection sur la base des polynémes
de Legendre,

" tkr : 2
/0 sinf df e*" <0 P, (cos ) = ;Aljl(kr)mél’l,.
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Le premier membre est intégré par parties pour donner

1 ibrcoso S Y A ik cos o APy (cos 0)
—_— gtkreostp. 0 = 9 do etk cos
[ ik v (cos )L ikr Jo S ¢ dcosd

-~

%(eikr_(_l)l’e—ikr)

En factorisant (—1)"'/2 = e/™"'/2, le premier terme devient —L-e™'/22isin(kr—I'm /2).

Quant au second, si ’on réitére 'intégration par parties, on obtient un terme en W

qui, comme on va le voir, n’intervient pas dans la suite. On utilise ensuite I’expression
asymptotique de j;(kr) ~ (kr)~! sin(kr —Im/2), de sorte que I'expression précédente,
dans la limite r — oo, permet d’identifier

Ay +1) = 2,

et on obtient finalement le développement de Rayleigh de l’onde plane en
harmoniques sphériques :

eikrcos@ — Z(Ql + 1),iljl(k;fr)Pl(COS 0)
l

-y %(21 +1)il (b7 (kr) + b (kr)) Py(cos §).
l

Introduction des déphasages

On considére maintenant le cas d’une particule dans un état de diffusion par un
potentiel arbitrairement fort, mais & symétrie sphérique. Cette contrainte de symétrie
permet une approche exacte. Supposons pour simplifier le traitement du probléme
que la portée du potentiel soit finie, c’est-a-dire qu’au-delad d’une distance r = a,
la solution de 1’équation de Schrédinger est une onde plane que I'on compare a
la particule totalement libre. La solution cherchée est une modification minime du
développement de Rayleigh qui doit satisfaire quelques conditions évidentes,

i) la partie entrante (en h; (kr)) de I'onde n’est pas modifiée,
ii) l'onde sortante n’est pas modifiée en module, donc elle est affectée au plus
par un déphasage,
iii) le déphasage, noté conventionnellement 24;, dépend de la valeur du moment
cinétique .
Au total, pour satisfaire ces contraintes, on écrit la solution & ’extérieur de la
zone d’action du potentiel sous la forme

1 .
Py (r,0) = Z 5(21 + 1)it (hy (kr) + €*®1 B (kr)) Py (cos 6).
1
Lorsque 7 < a, un traitement explicite adapté a la forme exacte du potentiel est

nécessaire et en supposant ce traitement faisable, on peut mettre la fonction d’onde
sous une forme analogue ou seule la partie radiale est a déterminer,

P (r,0) = (21 + 1)i' Ry (r) P(cos ).
l
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Les déphasages s’obtiennent explicitement grace aux conditions de raccordement en
r = a. Comme les polynémes de Legendre sont orthogonaux entre eux, les conditions
de continuité se font valeur de ! par valeur de [, soit

o (R;(r)> [ W] (kr) + ¥R’ (kr)
! R(r)), hy (kr) +e20hf (kr) )
Une expression équivalente exprimée en fonction des fonctions de Bessel et de
Neumann et de leurs dérivées donne directement la valeur du déphasage,

cotg 6, = (”z(’”) — al”l(’")) _

Ji(kr) — ayjy(kr)
Calcul de la section efficace
Le comportement asymptotique de I'onde diffusée est donné par

) tkr
YR (r,0) ~ 70 4 4, (@)=

que 'on obtient en prenant la limite r — oo dans

¥y (r,0) =) %(21 +1)it (hy (kr) + b (kr) — hif (kr) + e*® b (kr)) P, (cos §)
l

. 1 i
— gikreost | Z 5(2[ + 1)Z'l(62“51 — 1)hf(k’r‘)Pl(COS 0)
l

~ gihreost | et ! (21 4 1)it (e¥% — 1)e~""/2 P,(cos 8)
E ]
1

ik T 2
tkr cos 0 e*r 1 1 Netdt9; gj
~ e + 7 5(21 + 1)(—%)e'* 2isin 6, P;(cos 9),
1

d’ou 'on déduit 'amplitude différentielle de diffusion,

A(9) = 3 A, (@) = % $7(21 + 1)ei® sin §,P(cos ).
l l

Cela permet le calcul aisé de la section efficace totale

o = / A (Q)[2 40
0

1 ) s
=12 Z Z(Zl +1)(20" 4 1)ei®=%) sin §, sin 5, / 27 sin0d6 P,(cos §) Py, (cos ).
[T 20 _

WV
4w
20+1 6l,l’
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Il vient finalement un résultat trés simple dans lequel les différentes valeurs de [
apparaissent comme autant de canaux indépendants les uns des autres,

47

- = (21 + 1) sin* 5.

l

Oy

En premiere approximation, on se limite souvent & la diffusion s pour laquelle le
déphasage ¢, est facile & calculer car il n’y a alors aucun potentiel centrifuge dans
I’hamiltonien.

Conditions de convergence des premiers déphasages

L’un des intéréts de la méthode des déphasages, outre le fait qu’elle est exacte, réside
dans le fait que les déphasages ont un comportement monotone décroissant qui assure
que la série des o, converge rapidement lorsque / augmente. On met en évidence cette
propriété par un argument physique. Quelle que soit la valeur de I’énergie E, = h; 1’;2 ,
si grande soit-elle, il existe une distance r,,, au-dessous de laquelle le potentiel
R21(1+1)
2mr2 .
incidente n’explore pas les régions de 1’espace au dessous de r,,;, ~ k™1 /I(l + 1)
(classiquement, r, .~ représente la distance minimale d’approche). Cette valeur
dépend évidemment de [. Si la portée a du potentiel est plus petite que r,,,, le
potentiel est sans effet sur la diffusion et ’on doit avoir pour cette valeur de [et au-
dela §; ~ 0, comme pour 'onde plane de référence. La méme condition s’exprime de

maniére inverse : pour les valeurs de [ telles que [(I+1) > (ka)?, on a essentiellement
0; = 0. En particulier lorsque I’énergie de la particule incidente est assez petite pour

que ka < 1, la valeur de [ qui satisfait la condition /(I + 1) ~ (ka)? est [k?a?] (partie
entiére) et on peut en fait se limiter & la diffusion s, o) ~ % sin’ dg-

n

centrifuge domine FE,. Cela signifie qu’a cette énergie ©* la particule

Lien avec ’approximation de Born

L’amplitude différentielle de diffusion que nous venons d’écrire de maniére exacte
sous la forme

A, (Q) = % 2(21 + 1)e™" sin §, P, (cos 8)
1

pour un potentiel & symétrie sphérique peut également étre décrite par
I’approximation de Born si le potentiel est faiblement perturbateur, soit

m ~

A =~ 25T (@

avec V(q) = 47” J; o rdrV(r)singr et ¢ = 2ksin . Cette derniére expression peut
encore s’écrire sous la forme

A (Q) = % 321 + 1), Py (cos )
l

%) On néglige ici le potentiel perturbateur, mais sa prise en compte ne modifierait que
quantitativement le raisonnement.



Interactions Rayonnement - Matiére ]. ]. 5

ot1 les (; sont les approximants de Born ©® de €% sin ;. On les détermine en utilisant
encore une fois 'orthogonalité des polynomes de Legendre,

/ sin@dfP), (cos0)A, () = %(l,
0

= / sin 6 d0.P, (cos )V (q)
27h” Jo

== / sianHPl,(cosﬂ)%r/ rdrV(r)singr
0 0

21h?

soit finalement

G = m 1k/ sinGdHPl(cosﬁ)L/ rdrV(r)sin <2krsin g),
0

Corh?2” [y 2% sin 02

et cela fait apparaitre une structure oscillante dans l’approximation de Born en
fonction de ’angle de diffusion,

AL (Q) ~ —(¢y+ 3¢, cosb + gC2(cos2 0—1)+...).

| =

(36) H.A. Bethe and R. Jackiw, Intermediate quantum mechanics, Westview Press, Boulder 1997,
p- 250.
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Interactions photons-atomes
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Approche classique de la diffusion
élastique de la lumiere

Diffusion Thomson par un électron

Un faisceau lumineux & haute fréquence est envoyé sur des atomes. Le champ
électrique de l'onde fait vibrer les électrons qui ré-émettent (champ de la charge
accélérée) a la fréquence d’excitation (diffusion élastique). Le rayonnement incident
étant a haute énergie, on peut négliger 1’énergie de liaison des électrons et les
considérer comme libres en premiére approximation, d’ou le modele de la diffusion
par un électron dans un premier temps.

Rappelons que le champ rayonné est transverse par rapport a la direction
d’observation et qu'’il est polarisé dans le plan (a,k’). La contribution dominante
vaut

g a(t—r/c)
4re, rc?

E (t—r/c)=

By(t—r/)) = B, (t~r/c)

_amea (t—r1/c)
4 rc?
a, =asina = acosf

et le calcul de la puissance élémentaire dissipée a la distance r dans I’angle solide
d2Q autour de la direction de diffusion k' peut se faire au moyen du flux du vecteur
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de Poynting :
TR = iER ABpg
Ko
= 6062|ER|2%
_ ¢>a’sin’ a 1k
16m2e,c® 12k

La puissance élémentaire vaut
dQPR = mrdS = 7rRr2 d?Q

d’P, ¢’
d2Q  167m2g,c?

sin® a.

C’est la puissance émise par stéradian & l’angle «, ou encore a ’angle 6 tel que
a =7/2— 0 et 0 est Pangle de diffusion habituel entre k et k'.
La puissance dissipée par la charge accélérée est maximale perpendiculairement
a la direction de l'accélération. Si la particule est relativiste, les lobes d’émission
sont davantage dirigés dans le sens du mouvement et il apparait un terme correctif,
d*Py ¢?a’sin’

d2Q  16m2¢,c3(1 — Beosa)®’

Pour traiter le probleme de la diffusion Thomson (diffusion élastique & haute
énergie), on a maintenant ¢ = —|q,| et Pangle © entre la polarisation incidente et la
polarisation du rayonnement diffusé (cet angle correspond & I’angle § dans le cas de
figure représenté ou la polarisation incidente est dans le plan (k, k'), mais il vaut zéro
si 'on se place dans une configuration ou la polarisation incidente est orthogonale
a ce plan représenté.). Dans le cas général, a, étant la projection de I'accélération
perpendiculairement & k’, on a
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d’ou la valeur de E = —

2
q 1 Eycos® r
Ep= —=¢ 5 0 = 2F,cos©.
dmey me T T
—_—
ro= Tr‘iz =a?ag

vecteur de Poynting vaut alors || = g,cr2 B3 cos® © /r? et la puissance rayonnée
Le vecteur de Poynt t al rl = €gcriEl cos® ©/r? et 1

d2P,
d2Q

- 2 _ 272 o2
= |wg|r® = gyerg EG cos” O.

On écrit maintenant que cette puissance est la méme que celle que préléverait du
faisceau incident une cible de section efficace différentielle d*c/ 22,

d’Pp,  d’P, d%

d2Q  d2o d2Q

d*c
= EOCEg 420’
2
% = r2 cos’ ©.

Cette expression est valable dans le cas d’un rayonnement incident polarisé. Si
le rayonnement est non polarisé, on effectue une moyenne sur les deux polarisations
équiprobables et orthogonales entre elles, soit

1
cos? © = 5(1 + cos® 6)

d’ou découle la section efficace différentielle non polarisée de Thomson,

d%o —— 1+ cos®6
( d2Q) Thomson TOCOS @ TO ( 2 )

nonpol.

Par intégration sur les angles il vient la section efficace totale

T 1 29 8
O Thomson = 27r/ 7‘(2) <ﬂ) sinfdg = —7rr§.
0 2 3

nonpol.

Diffusion Thomson par un atome

Ayant calculé la diffusion par un électron, la réponse d’un atome s’obtient en
sommant sur les Z électrons de 'atome. La densité électronique est notée n(r), elle
est normée conformément a fat_ d?r n(r) = Z. L’amplitude de diffusion élémentaire

par I’élément de volume d3r est notée

1+ cos’ 6

/2
5 ) e "UTn(r) d3r.

BAQ) = (BPo(Q)? = —r, (
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Le signe — sera justifié un peu plus tard, mais il est sans importance pour le calcul
de la section efficace. On a choisi ici de supposer qu’il s’agissait de rayonnement non
polarisé et d’une détection non résolue en polarisation. Si ce n’est pas le cas, il suffit
de changer le facteur de polarisation. Enfin, le terme en €™*?" intervient pour tenir
compte du déphasage —(k’ — k)r entre un rayon de référence diffusé par l'origine,
au centre de I'atome, et par 1’élément de volume d3r repéré par r. On en déduit le
facteur de diffusion atomique des rayons X,

1 29\ 1/2 .
A Thomson () = —7 (i> / n(r) d*re"T
at

non pol. 2

14cos20\"*_
= (P20 a).

Rappelons que ce résultat (diffusion élastique Thomson par un atome) a été obtenu
dans la limite haute énergie ou 1’on a négligé ’énergie de liaison des électrons. Dans
la limite des petits angles, on trouve le résultat trés simple suivant

fi(q) = /atn(r) d3retaT ~q1=0 Z

1+ cos?9\ '/
AThomson (Q) :|q|—>0 —7‘0 (7) Z,

non pol. 2

c’est-a-dire que le facteur de diffusion atomique est simplement proportionnel au
nombre d’électrons de I'atome et la section efficace correspondante au carré du
numéro atomique,

d%o o (14 cos’6Y ,,
(dZQ) Thomson 2|q|—)0 TO ( 2 ) Z )

non pol.

Cela explique pourquoi on peut obtenir un bon contraste dans une expérience de
diffusion des rayons X lorsque la cible contient des atomes des numéros atomiques
tres différents.

Si I’on va un peu au-deld de I’approximation des petits angles, on commence a
explorer les caractéristiques géométriques de la distribution électronique. Supposons
la distribution électronique & symétrie sphérique. La transformée de Fourier prend
alors la forme simplifiée

n(q) = /tn(r) d*re~iaT = 47r/0 r? drsmqrn(r)
a

qr

et peut étre développée lorsque qr < 1,
oo
_ 2 1 2
n(q) ~= 4w redr[l — E(qr) In(r).
0

Avec 4r [ r?drn(r) = Z et 4n [ r?dr r’n(r) = Z(r?) (cette derniére expression

définit le rayon quadratique moyen de I’atome), on obtient 7i(q) ~ Z(1— $¢*(r?)) et
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finalement

1+ cos?0\ '/ 1
AThomson (Q) 2|q|_}0 —7'0 (7> Z(l - Eq2<’l"2>)

non pol. 2

&o o (1+cos?0\ , 1y, pie
(m) Thomson :|q|—>0 er (#) Z (1 — Eq <lr' >) i

non pol.

Freinage par rayonnement

On considére de nouveau pour commencer le probléeme de la diffusion par un
électron. Cette fois on tient compte de I’énergie de liaison. Cela signifie que cette
énergie de liaison ®7 n’est plus négligeable devant celle du faisceau incident.
L’électron lié est ainsi assimilable & un oscillateur harmonique en régime forcé, qui
dissipe par rayonnement une certaine énergie que I'on cherche & déterminer. La
“force” de freinage associée a cette dissipation prend une forme complexe comme
on va le voir, mais dans le régime faiblement amorti qui correspond & la situation
physique, on obtient un frottement visqueux et les calculs se simplifient. On peut
anticiper qu’il se produira une résonance lorsque la fréquence incidente w atteindra
la pulsation caractéristique wy, c’est le phénomeéne de fluorescence.

Comme précédemment, on se limite au cas d’un rayonnement incident non
polarisé. On cherche a écrire le champ rayonné sous la forme

E tw
|Eg(r,t)| = ARay.(Q)Toe ¢
avec
B, (r, 1) = J%l 2t=1/¢) | 4 cos? 0\ /2
e dey,  rc? 2 )

On suppose le rayonnement incident non polarisé, de sorte que le facteur de
polarisation est déja inclus. Le cas d’un rayonnement incident polarisé s’en déduirait
facilement. La puissance élémentaire dissipée dans une surface élémentaire vaut
wg - dS = gycE% ¥ . Intégrée sur une spheére de rayon r pour donner la perte
totale par rayonnement dans I’angle solide 47, elle conduit &

s
= / 27r%sin @ dHEOCE%{
0

lg.> (2)* [ . 1+ cos®6
:271-600(117['6?@ ; sin 6 T de

—-'—11 1+2u2 d’u,:é
2
=35
3 )

S| s’agit typiquement d’un rappel élastique de pulsation propre wo, %mw%ﬂ, ou mwg =

2
uvzﬁ , Eo étant I’énergie de liaison proprement dite.
dr Eo

(38) On néglige totalement Ieffet de retard t — r/c.
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C’est la formule de Larmor. On en déduit la perte d’énergie sur une période, dans
I’approximation d’un régime sinusoidal forcé de pulsation w,

T
AW = —/ Po(t) dt
0
9 62 T

__cc th

S A
3¢ J, dt [\ dt de dt dt3

_262 T d4z &3z

=-— — —= dt.
3 C3 0 dt dt3
Cela permet I'identification d’une force de freinage (AW = [ Fzdt)
2¢ d3z 2¢> ,dz

= W .
3¢t ded 3¢t dt

Diffusion Rayleigh et fluorescence

La dynamique de I’électron en régime forcé est ainsi gouvernée par %

2, ,2

54 20%0 ;2 _ 12|y
m

3 mcd 0 ’

2 2
d’oli, en posant A = =% et en cherchant une solution en régime permanent
z(t) = z4e"t,

— _ |qe|E0/m
0 wi — w? + 2iw’

Finalement la dépendance du champ rayonné se met sous la forme

_ |qe| ig |qe| wzzﬂeiwt
ey re?  4dme, rc?

UJ2

_ EO Twt
= —ry—=e 5 5 —,
T wi — w? + 2iwA

et amplitude de diffusion Ag, () = g—jé et la section efficace différentielle en

découlent,
df 1+ cos?6 12 w?
=) .
422/ 1on ol 0 2 w? — w? + 2w’

d’o o (1 + cos?0 w?
—— = .
d>Q non pol ° 2 (w% - (")2)2 + 4w \?

(39 On fait I’hypothese, non indispensable en fait, que la fréquence w qui apparait dans la force
de frottement peut étre approximée par wg. Cela permet d’avoir un coefficient de frottement
indépendant de la fréquence de forcage. L’approximation est évidemment justifée au voisinage
de la résonance.
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Le résultat obtenu est simplement la section efficace différentielle de diffusion
Thomson corrigée par un facteur lorentzien dans lequel intervient la fréquence de

résonance,
d’o _ d%o y wh
d2Q non pol - dZQ Thomson (w% — w2)2 _|__ 4&)2)\2 .

non pol

On obtient notamment les cas limite

50 d’c _ d’o
YT @ e N PR ke

d’o wt
@ Thomson % _4

W
non pol non pol
d%o d%o d%o w?
w=wy, |39 =\ 30 =\ 30 {1z )
d Q 1 d Q fluoresc. d Q Thomson 4)\
non po non pol non pol

d%o
d2Q Thomson )
non pol

W oo (_d%)
’ sz non pol
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Théorie de Rayleigh de la diffusion de
lalumieére

Les équations de Maxwell dans un milieu diélectrique linéaire de permittivité €,e
s’écrivent, en ’absence de charges et de courants libres,

JE

0B
rotE=———, rotB= MOEOEE.

ot

Par application de rot rot E = V(divE) — V2E, on a
2

B_ V(divE).

VQE — M0€0€W

En notant que divD = 0 (pas de charges libres) ot D = ¢,¢E, si la permittivité
relative ¢(r) dépend du point considéré (milieu inhomogene), on peut écrire

divD = 0 = £,(Ve(r))E + g4¢(r) div E,

soit

V(divE) = -V (?lr)Eﬁs(r)) .

et I’équation des ondes devient

- 2K -
VZE — uosoe(r)aa? =-V (—EV&‘(I‘)) :
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Si l’on cherche une solution monochromatique E = E (r) e~* sans présumer de la
dépendance spatiale, on a simplement 0E = —w?E, d’olt 'on déduit I’équation de
Helmholtz inhomogene pour I’amplitude de I'onde

V2E, (1) + pyeye (D)W’E, (r) = —V (%Ew(r)§s(r)> .

Pour un milieu faiblement inhomogene on peut écrire que la permittivité
comprend une contribution dominante homogene £ et une contribution non uniforme
de(r) < &, soit e(r) = € + de(r). Au premier ordre en perturbation on a donc

~ Ew? de(r)w? 1o -
TE, 1)+ 0 B, 1) + T (1) = - L9[B, () Tie (o)
~—
k2

ou encore en reportant toute la perturbation au second membre,

V2E,(r) + k2E,(r) = —iﬁ[Ew(r)%a(r)] - k25€—(r)Ew(r).

€

On envoie une onde électromagnétique plane polarisée
E.— E.é ei(kr—wt) — E.é ei(kz—wt)
0 =~ “0®o = Lo

dans le milieu diélectrique. Dans un milieu homogene, I'invariance par translation
impose que I'onde plane soit 1a seule solution permise. Si le milieu est inhomogéne en
revanche, le phénomeéne de diffusion se produit, chaque impureté pouvant diffuser
la lumiere de sorte qu’a grande distance on obtienne, outre la composante plane
transmise sans déformation, une composante diffusée ayant une structure d’onde
sphérique sortante

de eikr
Egr = FEO
gjé étant amplitude de diffusion qui peut dépendre de la direction.

Pour calculer cette amplitude de diffusion, on utilise la méthode des fonctions
de Green. On compare pour cela 1’équation inhomogene & ’équation homogeéne de
méme fréquence dont on a la solution par 'onde plane E,,.

VB, (1)Voer)] - 120 E_ (1),

(V2 + %) (B, (r) —E) = —

™| =

La fonction de Green G(r) est définie par la réponse & une perturbation unité,
(V> + k)G(r) = §(r),
et vaut (pour la partie sortante)

ikr
Giry= -~

CAm o
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puis on décompose la perturbation sur la perturbation unité,

9B, (0)¥ewm) - #2E, (1)

™|

- / ar's(x —v') (VIE, (r') Voe(r')] + k26e(r))E, (r')) -

£

11 suffit alors de décomposer la solution cherchée sur la fonction de Green avec le
méme poids, c’est-a-dire qu’il suffit de remplacer dans I’équation ci-dessus é(r — r’)

ik|r—r/|
par G(I‘ B rl) = _ﬁ e|1‘—1"| ’
E,(r) = Ey(r)
1 3 /eikh‘_r,| = "\ / 2 / ’
tam | T (VB () Voe(r')] + K20e(r')E, (x'))

C’est 1’équation intégrale de la diffusion.

Pour résoudre I’équation intégrale de la diffusion, on utilise une approximation
analogue a ’approximation de Born en mécanique quantique, due dans le contexte
de la diffusion de la lumiére & Rayleigh, et qui consiste simplement & supposer le
milieu faiblement inhomogene de sorte qu’on peut approximer E , par I’onde plane
E, au second membre :

E,(r) = Ey(r)

E, 3 /eik|r_r,| T (& ~ikr' / 2 Na aikr’
+ 47r§/ d’r Py [V (eoe Vioe(r')] + k*de(r')g e )

A grande distance on utilise I’approximation

ik|lr—r’ ikr
e'hl ! e o—ik't’

o~
|r —r/| T

ou l'on a posé k' = ké,, vecteur d’onde diffusé dans la direction d’observation r. On
en déduit le champ diffusé

E ikr . L o o
Egg(r) = Qog eT / d*r'[V (éo kT Vie(r')] + k2(5£(r’)é0 etkr ) e~tkr

ce qui permet 'identification de ’amplitude de diffusion

d’f _ EO 3.0 [a Aikr' o / 2 na L akr' —ik'r’
W—Eg/dr[V@Oe Vie(r')] + k*de(r')é, e )e .

Pour obtenir une expression utilisable (c’est-a-dire éliminer les opérateurs
différentiels qui figurent sous l'intégrale), on intégre deux fois par parties le premier
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terme, en supposant que le champ décroit suffisamment rapidement pour que les
termes de surface, ramenés & grande distance, disparaissent.

o0
/

/ a*r'v (éo e"kr’ﬁée(r’» e~k — [éo e ' U se(r') e_’.k",]

0

— (—ik) / &r'e, ¥ oe(x) o=l
avec 'introduction du vecteur diffusion q = k’ — k. On renouvelle 'opération,

/ d37",é06(58(1‘1) e~iar’ — & [56(1") e_iqr’]

oo
- éo/ d3r'de(r') (—iq) e i’
= z'qéo/ d®r'Se(r’) g—iar’
= 1k'&,0¢(q)
ou 'on a défini la transformée de Fourier de la partie inhomogene de la permittivité
dé(q) = / A3r'de(r’) e~iar

En regroupant avec le premier terme on obtient 'amplitude de diffusion sous la
forme

’f  E, . . A\ gn
FE R[k & — k'(k'g))]0é(q)
et donc le champ électrique diffusé
EO 24 (1A = eikr
B = 1L [¥%8 — K (1£,))6¢(a) .

La section efficace différentielle se déduit de 'amplitude,

azf |2

20

& _
d2Q

Avec [k2&, — k/(k'&))]? = k*(1 — (&,&;)?), il vient
d’o E, ’ 4 A a2\ (5202
o= () KO- e el

Pour un rayonnement incident non polarisé, on effectue la moyenne pour deux
polarisations orthogonales équiprobables. Lorsque &, est dans le plan (k,k’), &,.&, =
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sinf et lorsque la polarisation incidente est dans le plan perpendiculaire, &.&, = 0
(on note A 'angle entre les vecteurs d’onde incident et diffusé). On a donc en moyenne

d%o Ey\° ,(14cos®0\ .., .
(ﬁ)m o () # (75 ot

A titre d’exemple, considérons la diffusion par une sphéere diélectrique de rayon a
et d’indice de réfraction homogene, mais légerement différent de celui du milieu infini
dans lequel elle est plongée. On détermine la section efficace de diffusion simplement
en évaluant la transformée de Fourier de de(r) = de; si r < a et 0 sinon.

a ™
de(q) = / / 27 sin @' d6'r"? dr' e, e~ €050
o Jo
4 a
zlm/mew
q 0

T
= ?580(sin ga — qa cos qa),

soit

(d%) 2 <1+cos29> (55 )2 (k:>4 (sinqa cos )2
o~ = s — - - —Q a ;
d2Q non pol. 0 2 € q q !

avec ¢ = 2k sin g.
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23

Absorption, émission, coefficients
d’Einstein

Interactions atome-champ

En présence d'un champ électromagnétique E(r,t) = —Vg¢(r,t) — d,A(r,1t),
B(r,t) = VAA(r,t) on utilise la régle du couplage minimal p — p—qA, H — H—q¢,
ce qui fait apparaitre les termes

2 A2

p’ q q
H=-—"— — 2 (pA+A
o +U(r) + q¢ 5 (pA + Ap) + 5

ou 'on a explicitement inclus I'interaction avec le moment magnétique de spin de
I'électron, pg = ;Ls (avec ¢ = —|q,| et un facteur de Landé électronique de 2 “* ). Le

- l‘l‘sB,

choix de jauge de Coulomb assure que [p, A] = —ihV A = 0 et on obtient finalement
trois termes perturbatifs dépendant du temps (en représentation de Heisenberg)
apres avoir incorporé gq¢(r) dans le potentiel,

H= H0+W1 (I',t) + WQ(r’t) + W3(I‘, t)

Wl (I',t) = %p . A(I‘, t)

Wy(r,t) = |;1n—6|s - B(r,1)

_ lg.[*A%(r, 1)
2m

Wi (r,t)

(40 La valeur 2 est approximative. Elle se déduit de Péquation de Dirac, mais des corrections dites
radiatives viennent modifier trés légeérement la valeur 2. La valeur prédite est toutefois en accord
exceptionnel avec les mesures.
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Le troisiéme terme (dit diamagnétique) est d’ordre 2 en perturbation. Il n’est pris
en compte que lorsque les termes W, ou W, n’ont pas de contribution au premier
ordre. Parmi les deux termes d’ordre 1, le terme W, (appelé paramagnétique) est
dominant & basse fréquence et jusque dans I’UV. En effet, pour une onde plane de
vecteur d’onde k et d’amplitude A, 'amplitude du champ magnétique est de la
forme B, ~ kA,. Avec k ~ 1/\, s ~ h et p ~ h/a,, on a donc W,/W; ~ ay;/X qui
est négligeable jusque dans le visible et 'UV.

Traitement semi-classique des processus inélastiques

Dans les processus inélastiques, I'état de 1’atome est modifié au cours de
Pinteraction. En 1916, Einstein en a proposé une théorie phénoménologique basée
sur le modele de I'atome & deux niveaux de Bohr, pour retrouver la loi de Planck
du rayonnement d’équilibre thermique. On propose ici de traiter ce probleme par
Iapproche semi-classique dans laquelle seul 'atome est quantifié. Les phénomenes
initialement pris en compte sont ’absorption, fiws; = E; — E; > 0, et 'émission
spontanée, hwy, = E; — E; > 0.

L’émission spontanée est décrite empiriquement comme résultant de la largeur
naturelle de 1'état excité, F,, notée AF,, a laquelle correspond un temps
caractéristique, 7., ~ fi /AE,. Sil'on note N, la population de cet état, on a donc

dN. dit

—2 = — = —A,,dt,
N2 Tsp
soit une loi de décroissance exponentielle de la population de I’état excité en I’absence
d’autre phénomeéne. Pour évaluer l'ordre de grandeur de la valeur du coefficient
d’émission spontanée, on estime I'énergie dissipée par le dipdle oscillant “) .

p(t) = —lg.|r cos wyt.

On en déduit () et la moyenne temporelle 5(t) = twj |g,|*r2. On note 4Y Pénergie

dissipée par un dipdle oscillant par unité de temps, on a alors

dU dN.
N, dt ‘ huwy, dt2 = hwy Ny Ayy.
Il reste & évaluer &¥ = —4nr?|my| ol mp = gycERu, est le vecteur de Poynting

rayonné par le dipole, soit Ep = ji(t)/4meyrc?. 1l vient finalement

‘ |qe 7"0“’31

= 2,
8me,c

2
A, = laelrows
27 8meyhcd

Comme A, ~ w?,, 1’émission spontanée est d’autant plus importante que la
fréquence est élevée.

A c6té de I’émission spontanée, I’absorption est également un phénomeéne connu
(au travers par exemple de la loi de Beer-Lambert qui exprime l’atténuation

41 I'atome dans 1’état excité est assimilé & un atome oscillant & la fréquence de Bohr.
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exponentielle d’un faisceau traversant la matiére). La population de 1'état
fondamental décroit par absorption d’autant plus vite que la densité d’énergie du
rayonnement incident est élevée, soit

dN, = —N, Byu,,,_ dt,

le temps caractéristique associé n’est donc plus une donnée intrinseque, mais dépend
de la densité d’énergie.

En présence d’un rayonnement accordé sur la fréquence de Bohr, si I'on prend
en compte uniquement les deux phénomenes précédents, le bilan détaillé sur les
transferts de population conduit a I'égalité dN;, = dN,, soit Ny By u,, = NyA,.
En écrivant qu’a ’équilibre thermique on attend une statistique de Boltzmann

pour le rapport de population, N, /N, = A,,/Byu,, = e”F1=E)/ksT on obtient
une densité d’énergie incompatible avec la loi de Planck, u, = g” e_ﬁ“’“/ ksT

Pour réconcilier cette approche phenomenologlque avec la loi de Planck, Einstein a
supposé l'existence d’un nouveau phénomeéne d’émission proportionnel & la densité
d’énergie, de sorte que la population de I'état excité soit régie par

dN, = —(Byyu,,, + A;)N,ydt.
C’est I’émission stimulée (ou induite) et le bilan détaillé donne cette fois
Ny By, = Ny(Bigthy,, + Ap,)

ce qui conduit & la bonne forme

P Ay
w21 T 3 kT _
By efiwn/ksT — B,

et par identification & la loi de Planck,

Ay _ Twi
By =Bj=B, — =57,
B TaC
Les coefficients B sont donc indépendants de la fréquence.
Précisons que si ’on tient compte des dégénerescences des niveaux, les relations
ci-dessus sont légérement modifiées.

Eléments de matrice d’interaction

L’élément de matrice qui apparait dans la regle d’or de Fermi couple I’état initial

et I’état final par la partie indépendante du temps dans la perturbation. On écrit
[i) = |@;) ® |ny) Vétat initial, ;) étant 'état atomique initial et |n,,) ’état initial
du champ. De méme, I’état final se décompose selon [f) = [p) ® |nyy).

La perturbation peut étre de la forme W+e~#t ot W+ est une somme de termes
de la forme f, (a,a")V*(r) agissant dans 'espace des états [¢) ® |n,). On écrit alors

W(r,t) = fi(a, a)V+(r)e it

C’est par exemple le cas d’un terme de la forme (représentation de Schrédinger)

1/2
e lel (P /ZZ 1 . pé_eiar
m \ 2¢,L3 < < /g as™ Tas
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qui décrit un processus d’absorption (action d’un opérateur annihilation sur I'état

initial du champ). La perturbation peut également étre de la forme W —eiwt

, soit

W_ (I‘, t) =f_ (d7 &T)V_ (r)ei‘*’t,

par exemple

A Kx —zqr
qsp €qc®

W = Iggl (25?1:3) ZZ

qui décrit un processus d’émission (action d’un opérateur création sur I’état initial
du champ).

Compte-tenu de ces notations, les éléments de matrice s’écrivent comme des
sommes de termes comprenant des produits d’éléments de matrice sur les états
atomiques et sur les états du champ,

<‘10flv(r)|‘10i><nk’)\’|f(a'a &T)|nk)\>-

Les éléments de matrice atomiques déterminent les regles de sélection et ceux du
champ permettent d’identifier aisément le type de processus mis en jeu (création ou
annihilation de photons). Par exemple les termes associés aux processus d’absorption
et d’émission sont dus & une perturbation linéaire en A, pour étre linéaire en G et

a', soit W, (r,t). Ils sont de la forme

lq h ;
sz- = =< m ZZ <Pf|P eqse |<Pi><”k'A"aqe|”kA>
e lad (B o 5 ciar
= 9z I3 ZZ <Pf|Pe |02 (e |8 Igen)
0

Ce sont ces éléments de matrice qui déterminent 'amplitude des processus. La
perturbation W, produit des phénomeénes du méme type (également linéaire en a et

a!), mais comme on I’a vu elle est négligeable dans le visible.
La densité d’états du rayonnement dans I’état final pour une polarisation
déterminée est obtenue en comptant le nombre d’états dn_, pouvant occuper le

volume élémentaire k'?dk’ d%(Q, soit

E2dk' d?Q  w?dE'd’Q

n, = @r/Df ~ @rjLpne Pl

E',Q)dE' d%Q,

ou 'on a utilisé la relation de dispersion des photons F = hclk|.

L’approximation dipolaire électrique consiste & mettre & profit la valeur
importante de la longueur d’onde devant ’extension spatiale des fonctions d’onde,
de sorte que les termes e*idr —= Zn o n,(izqr) puissent étre approximés par 1
sans erreur notable. Cela revient a remplacer partout A(r,t¢) par A(0,t), I'atome
ressentant un potentiel variable, mais uniforme & tout instant.
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Emission spontanée

L’émission spontanée consiste & passer d’un état du champ vide (ou en tout cas tel
que le mode sur lequel on travaille soit non peuplé dans 1’état initial) & un état final
a 1 photon. Dans ces conditions, I’élément de matrice pertinent s’écrit

W =, ® 1k)\‘W_|(pn ® Oy )

|qe‘ h 1/2 ]‘ A % AT
m \ 2e,L3 ;; \/w—q<(10m|peqe‘(10n)< kA Bge [Oger)

_ gl
m

1
A x
(2€0L3) \/w—k<(»0m|pek)‘|(pn>ﬁ<1k,\|1k)\>'

1

Dans ce qui précede, |p,,) est I'état atomique initial. C’est un état excité. Il se
désexcite en un état atomique de plus basse énergie, |p,.), qui peut éventuellement
étre 1’état fondamental.

On peut transformer I’élément de matrice & condition que les états spatiaux
soient bien états propres de I’hamiltonien non perturbé. Dans ce cas en effet on peut
utiliser la relation

A

. R
r- & Hy = zEp- é,
ou € est unitaire dans une direction arbitraire. En insérant ce commutateur entre
les états |p,,) et |¢,,), on obtient
~ A m ~
(oD~ &loy) = 2 {enllr- & Hylle,)

= imwmn«pm'r ' é|(pn>’

avec w,,, = (E

. — E,.,)/h la fréquence de Bohr associée a la transition.

1/2
e el (R NP1 s
Ty 2€0L3 \/w—kzmwmn«pm'r' ekA"Pn)

1 Bo\Y? 1

ou l'on a défini I’élément de matrice moment dipolaire

dmn = <(10m| |qe|r ' ék&"ton)

L’application de la regle d’or de Fermi donne alors

ETE 201 h 1,5, 2 (L tup
dzQ h m? 2e,L3 wy mrimmnt \ 2w ) kel
1w

8m2ey hc3

||
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en utilisant la conservation de ’énergie qui impose wy, = w,, .-

Notons qu'’il s’agit bien de I'interaction de ’atome avec le champ électromagné-
tique, |g,|pA /m, mais avec I'état du vide comme état initial. C’est un mécanisme que
P’approche semi-classique, dans laquelle le champ n’est pas quantifié, était incapable
de décrire.

Emission stimulée

Pour I’émission stimulée, on change simplement 1’état initial du champ (et par
conséquent ’état final également), qui est maintenant un état déja peuplé dans
le mode qui va s’enrichir d’un photon supplémentaire par désexcitation induite de
I’atome.

Wi = (@, @ ey + 1[W ™ |0, ® my)

ANERL 1/222 1 - ot
= _ I 1
m 26013 < \/—q<¢m‘peqs|¢n><nk,\ |aqs|nk)\>

gl (n 7?1 . J—
= c 3 <‘70m|pek*)\|(10n) e +1
m \ 2¢,L N

1/ n \'" 1
= (250L3) wkzmwmndmn\/nk,\ +1.

Il en découle que la seule modification provient du terme n,, + 1 en facteur dans la
probabilité de transition :

Ty 1 W
d2Q  8r2¢, hc?

(raex + Ddpe|*-

Absorption

De maniere analogue, 1’absorption est décrite par un processus équivalent, mais
Pexcitation de l'atome de l'état |p,,) vers I'état |p,) au détriment d’un photon
absorbé a I’état initial du champ :

WP = (o, @ mey — 1IW g, @ my)

gl ()" 1 - ,
= € - _ 1
m \2e,L3 ;z \/w—q<<10n|peqs|<10m><nk)\ |G gelm3er)

@l (b NP1 .
= 26,7 o (@nlP &l Pm) vIucr

1/ n \'* 1 .
= E (260[13) /—wkzmwmndnm Toex-

Cette fois la modification provient du terme n,, en facteur dans la probabilité de
transition :

eTHE 1w >
PO~ ey het el Bl
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Les deux processus d’absorption et d’émission stimulée correspondent & des
probabilités asymptotiquement identiques dans la limite des modes & grand nombre
de photons.

Coefficients d’Einstein

La quantité |dN/N| représente une probabilité élémentaire de transition, soit
i) émission spontanée,

dN .
‘iﬁf' ::jin”zdt:: dfﬁﬁ ::Ffi dt

avec

On notera que les indices m et n se réferent comme précédemment aux états
atomiques (m pour I’état le plus bas en énergie et n pour 1'état excité), alors
que f et ¢ concernent les états final et initial du systéme complet incluant
atome et champ.

ii) émission stimulée,

AN
‘T = B,,u,dt = dP,,, =% dt,

avec

d2FsL
_ st _ fi 12
u, B _Pﬁ_/ g 0

iii) absorption,

——| = B,,u,dt = dP, =T%*"dt,

fi

avec

d2 abs.
uanm:F‘}?s'z/ L q2Q.

On peut donc écrire que la rapport des populations atomiques dans les deux
niveaux suit une loi de Boltzmann & 1’équilibre thermodynamique en présence de
rayonnement, soit

bs. _
ﬂ _ F?‘is LY — o~ Phwmn
N, T% ‘g +1

A Téquilibre on a donc

) 1
™A T Bhamn — 1
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que l'on peut comparer & la densité spectrale d’énergie du corps noir,
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R’ 1
o = 7268 oBhe — 1

pour obtenir la relation de proportionnalité

hw?

U, = —5 =T »-
w 23 kA

Comme on a par ailleurs

1 [ dT%
B, A =— = d*Q
mrey / dzQ d

w

2mst.

en remplagant u,, et —z5~ par les expressions obtenues auparavant, on obtient pour
I’émission spontanée

1 n,+1
By = A / Ay |” A*Q2.
mn 871260 ﬁk)\ | mn|

Pour le coefficient d’Einstein décrivant ’absorption on a simplement une simplifica-
tion des nombres de photons
1 2 12
8h2€ / |dnm| d Qa
0

et ces coefficients sont asymptotiquement les mémes.

On peut noter que les régles de sélection de ces trois mécanismes sont les
mémes, puisque c’est le méme élément de matrice |d,,,,| qui intervient dans chaque
expression.

nm
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Théorie de Wigner et Weisskopfde
I’émission spontanée

Dynamique aux temps longs

Le calcul perturbatif ne permet pas de retrouver la loi exponentielle de
décroissance des populations observée empiriquement lors de I’émission spontanée.
Pour déterminer la dynamique aux temps longs il faut avoir recours a4 une méthode
de résolution de I’équation de Schrédinger en partant d’une ansatz convenable pour
la forme de la fonction d’onde.

Un systéme physique (I’atome) est initialement dans un état excité |e) dans le
vide |0). L’état initial du systéme atome-champ est alors |i) = |e;0) = |e)®|0) et son
énergie est notée E,. L’atome est susceptible de se désexciter vers I’état fondamental
|g) d’énergie E, en émettant un photon (on se limitera aux processus & un seul
photon) dans un mode k, A a priori quelconque mais avec hw, = E, — E s = hwy,
de sorte que I’état final soit de la forme |f) = |g; 1y ) = |g) ® |1} »). L’état initial
est de la forme |e; 0) et I'état final est I'un des états |g; 1, ,) de sorte que I'on peut
poser I’état a l'instant ¢ comme une superposition,

%) = 70(8) e FMes 0) + 30N mealt) e P Mgy )
k X

ou les facteurs de phase sont une simple commodité. En passant & la limite continue,
on a

zk:;% (%)3/18(1]9(129;...Z;/pA(Ek)dEk___



142 Mis a jour le 11 Septembre 2007

Compte-tenu de ces notations, I’état du systéme a I'instant initial et au temps ¢ peut
s’écrire

4(0)) = |e;0)
[ (t)) = Yo (t) e E/P|e; 0) + Z/pA(Ek) dEyy 2 (1) e Eot/h| g, L a)-
A
La quantité py(E)) est la densité d’états en énergie (résolue en polarisation) du

photon émis dans I’état final, y,(¢) Pamplitude pour que le systéme soit dans I’état
initial et 7 5 (t) celle pour qu’il soit dans un état final & 1 photon dans le mode k, A

(C’est le poids de cet état dans la somme).
On se limitera par la suite & 'approximation dipolaire électrique en jauge de
Coulomb et au terme paramagnétique traité au premier ordre,

H=H, + @p - A(0,1).
m
On rappelle que le terme de couplage atome-champ s’écrit

|4l 5 - :
Fep . A(()’ t) = Z Z(Wq,s e~ wat | Wc—ll—,s ezwqt)
a e

A h )
wo, =l [T e ,
q,€ m 2€0L3wq (p qE) aqas

Wi, = Wil

q,€

L’action de I’hamiltonien sur le vecteur d’état au temps ¢ donne

HJp(1)) = o (t) e~ F<t/"

B+ 3 (Waee™ s + W, >] e50)
q ¢

+Z/P,\(Ek)dEk’7k,,\(t) e~ ot/
)

By 320 (Woeemat + W, >] 195 Lic)-
q €

La dérivée temporelle de ce méme état vaut

52 1)) = it 30 (t) — LB A1) | e Bt/ es 0

iho-|1h(t)) = ifi |F(2) olt)| e le; 0)

ot h
. . [ —i
+1hZ/PA(Ek)dEk |:7k,)\(t) - ﬁEg’Yk,A(t)] e Egt/h|9; 1k,A>
A

Par projection sur (e; 0| on obtient apres simplification des termes en E,

Z/pA(Ek)dEk'Yk,)\(t) e Bot/h 4 miwnt (¢, OWiallia) = ifiyg (t) et et/
A
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L’élément de matrice vaut
{e; 0[Wic Lk a) = <e;0|(le,,\)T‘1k,,\> = <1k,A|le—,)\|e; 0)" =Wg;.

La dynamique du coefficient 7,(¢) est finalement gouvernée par 1’équation
iy, (t) Z/PA Ey) dEk’Vk Alt)e Hodo= wk)tW*

Par projection sur (g; 1y, ,| on a (attention on utilise le produit scalaire pondéré
par la densité d’états,

(95 Ly X|ga L) A </¢ r)d 7") 5A by / dEwg(Ey)6(Ey — Ey) = 5A,A'5k,k'
qui sélectionne A = X' et k = k')
Yo(t) e FH (1, 3 |WiE |5 0) et
+ Z / P,\(Ek) dEk’Yk,,\(t) e_iEgt/hEg‘S(Ek - Ek’)(s)\,)\’
A
= 7o (t) T E MW ey (Ek,m,,X (W 5B,

= ZhZ/PA E,)dE, [’Yk Alt) — h g’)’k A(t) e_iEgt/hd(Ek - Ek’)(SA,X

== Z‘h’ykl’Al (t) e—’tEgt/ﬁ'

Apres arrangement des termes qui survivent et retour aux variables non primées on
obtient

i (1) = 9 () e H ot .
L’intégration de cette derniére équation donne

1 b o)
’Yk,A(t) = Esz/O' el(wk 0)t ’)/O(t,) dt,

Cette expression est injectée dans la premiere équation pour obtenir la dynamique
de 7,(t) sous la forme d’une équation intégro-différentielle,

iy (t) Z/PA Ey)dE e\ (t) e z(wo_wk)tW*

1 2 iw — W —’i wo —w ’
= Z/p)‘(Ek) dEkE|Wfi| e( 0 k)t/o e (wo k)t ’)/O(t,)dt,
A
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: 1 2 [* i (wo—wi ) (t—1'
o) = —33 2 [ oAEABJW[" [ ar o enti=tg )
A

t
= —/ dt’yo(t')/dEkg(Ek,t—t’)
0

ot g(Ey,t") =h7* Y (B Wil et (wo—wi)t”
x

t
. / dt"yg (¢ — 1) / AT, g(By, t")
/ dt// t// h(t”)

ot h(t') = [ dBg(Bt)

=0 [ at'he
~ —y(t) (%I‘ 4 iéw) .

On admet la propriété suivante (au sens des distributions, c’est-a-dire par action
sur une fonction test assez réguliere

/Ooo e dt = w(5(Q),.) +i <PP (%) ,.>

ou la partie principale est une prescription de calcul de 1'intégrale qui évite la
singularité en 0,

e (o)) m(L ) o

Cela permet le calcul (formel) de P'intégrale,

1 [ee]
L fidw = / dt" (")
2 0
*° 1 : —wr )t
:/0 dt”/dEk?Zp,\(EkHWﬂPe’(w" )t
A

1
= / dEkﬁ ZPA(Ek)|Wfi|27r5(Ee — E, — hwy)
A

1

. 1
+1PP dEk_ZPA(EkNWﬁPf
h2 E,— B, — hu,
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On retrouve en particulier la régle d’or de Fermi,
27
I'= f Zp)\(Ee - ‘E'g)“/I/vf'Ll2
A

Par intégration de I’équation dynamique on a pour 7, (%)

70(t) = ’Yo(o) e-%r e 0wt

avec ici7,(0) = 1 d’apres les conditions initiales. Pour le poids sur les états désexcités
on obtient

Wy

Y (t) = i ei(wi—wo—dw)t’ = 3Tt" qu

0
soit en effectuant 1'intégration
Wfi[ei(wk—(wo+5w)+%ﬂ‘)t _ 1]

h(wy — (wy + dw)) — $ihT

Ve (t) =

On en déduit la probabilité de survie de 1’état excité

Py(t) = (1)) = e

et la probabilité de désexcitation (plus facilement obtenue par conservation de la
probabilité totale que par sommation sur tous les états désexcités)

1-P(t)=1—e "t

On obtient bien la loi de décroissance exponentielle souhaitée. Aux temps courts on
retrouve le réultat perturbatif 1 — Py(t) ~ I't.

Temps de vie, profil de raie spectrale et Lamb shift

On peut interpréter I' comme 'inverse de la durée de vie 7 du niveau excité. De
méme, en notant que w, = (E, — E,)/h, on peut poser w, + éw = (E, — E,)/h avec
E, = E, + hiw la position réelle de I’énergie du niveau excité. Le terme fidw est le
Lamb sﬁz’ft, décalage en énergie de ’état excité di & 'interaction de I’atome avec le
vide quantique. Le calcul de cette quantité n’est cependant pas facile (cf le cours de
Laverne par exemple).

Le profil en énergie de la raie d’émission s’obtient en passant & la limite des
temps longs,

|2

e (t = 00)|” = Wy
koA R2T2 /4 + B2 wy, — (wy + dw))?

et prend une forme lorentzienne (dans la limite d’un élément de matrice constant)
dont la largeur est définie par I' et la position par dw (c’est-a-dire déplacée par
rapport & la fréquence de Bohr de la transition d’une quantité égale au Lamb shift).
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Photo-ionisation de ’hydrogene

On s’intéresse & un processus de diffusion dii au terme paramagnétique, comme
dans le cas de I’absorption et de I’émission, au cours duquel un faisceau de lumiére
incidente caractérisé par une onde plane polarisée

E(r,t) = Ejeikr—wtg

interagit avec une cible constituée d’une vapeur d’atomes d’hydrogéne. Dans 1’état
initial, 'atome cible est dans I’état fondamental

@, (r) = (r|i) = (wad)~"/2e~"/%

alors que dans I’état final, I’électron arraché a ’atome est dans un état de diffusion
représenté asymptotiquement par une onde plane (normée dans un volume cubique

L?)
py(r) = (xlf) = L7 i,

Par définition de la section efficace différentielle de diffusion %, celle-ci

correspond 3 la surface équivalente (d20) qu’une cible parfaitement absorbante
préleverait au faisceau incident, (II;)do, ou (II;) est le vecteur de Poynting du
faisceau incident moyenné sur le temps, pour absorber la méme énergie par unité de
temps que le processus envisagé fiw d’I". On vérifie aisément que d%c = hw d?T'/(I1,)
est bien homogéne & une surface.

Le vecteur de Poynting moyenné sur le temps vaut simplement (I)) = e,cEg.
La densité d’états en énergie dans 1’état final est donnée par

m|q|

N



148 Mis a jour le 11 Septembre 2007

L’expression de la section efficace différentielle de diffusion devient

d’¢ L? m|qlw 9
d*Q 2n% g cE3h

Dans l'approximation dipolaire électrique, pour le calcul de I’élément de matrice
(f|e - pli), on peut mettre & profit le fait que € - p est hermitien et peut donc agir
sur |f) qui est état propre de I'impulsion. On obtient I'intégrale (¢ = 1/a,)

[ee] e . 47[_ a (e}
/0 /0 212 dr sin @' 4@’ e~19r /a0 = _Ha_g/o drsin |q|re™¢"
_ 8ma}
~ (1+]a?a§)*’

d’out 'on déduit I’expression de la section efficace

d’c  32¢* |q/*a} 9
= cos” a
A’ mew (14 |q|2a)*

ol 'on a cosa = sinf cos ¢ avec la convention habituelle out 6 repeére la direction
d’émission du photoélectron par rapport & la direction du faisceau lumineux incident,
et ¢ mesure la rotation autour de la direction incidente). La probabilité d’émission
des photo-électrons est maximale dans la direction de polarisation incidente.
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Traitement quantique de la diffusion
élastique

Termes d’interaction

Dans un processus de diffusion élastique, le systéme passe de 1'état initial i) =
9} ® [niaOira) & un état final presque identique, |f) = [¢;) ® [(n )k)\lk’)\’>
La partie champ en sortie est orthogonale & la partie champ en entree car s’il y a
eu diffusion, le vecteur d’onde a été modifié, k — k’. Tl faut donc avoir absorbé
et créé un photon. Cela peut se faire au méme instant, par un terme du type
&L wGi en facteur d’une intégrale spatiale (¢,|V(r)|¢p;), ou alors en deux étapes
distinctes, par des termes de la forme (@, |V (r)|@;)ayy puis (¢;|V (r )|<pm)ak,>‘, Dans
le premier cas il s’agit du terme diamagnétique, quadratique en opérateurs création
et annihilation, traité au premier ordre en perturbation, alors que dans le second
cas c’est le traitement du terme paramagnétique, linéaire en é ou a', mais traité au
second ordre en perturbation en sommant sur tous les états |p,,) intermédiaires.

Diffusion Thomson

La diffusion élastique & haute énergie provient du terme diamagnétique. Rappelons
tout d’abord I’expression de |A (¢ = 0)|? dans 'approximation dipolaire électrique,

h 1

_ 2 _ ~ ~ % At

[A(t=0)]* = 25,1 ‘ E E E E Wereon [eqs LT S PR S ST A
q £ q & V

‘ 2

On écrit alors le taux de transition comme
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dQF'}‘?omson 27 |qe|2 B w ,
20 h ( 2m 250L3> (27r> hl(; ZZZZ WaWq

[<<P1| éqs ég's' loi) (7 — Dgealirnr |a’q5 q'e’ [EANU)

2
+ (0;] €ge €qrer i) {(n 1)kA1k’A’|aqe a’e’ /|aexOger )] |

Les éléments de matrice du champ sélectionnent q’¢’ = k'A et gqg¢ = kX ou
qe’ = kX et qg¢ = k’ X'. Le premier terme contribue par la premiére contrainte,

((n — l)k,\lk,)‘,|aq€ qe[Mca0n) = y/Miaay/ Ly alors que le second terme vaut
{((n = Vnpa Lo a[8d s [13x Owrar) = v/ Tierarv/Tigen- 11 vient finalement
d2F’]Ic‘%1omson 1

lg.|* 1 1

— W /4:'”: e €1y
d2Q 64n2el me? L3 K ol o [ W Wyer

d’ou la section efficace différentielle de diffusion Thomson (résolue en polarisation
en entrée et en sortie)

d2 0.?11101115011 B L3 dQF'Jlt‘?omson
d2Q  n,e o d2Q

2(4) '
=To— | € ekw|
Wy

:7"3 d S cos @
Wy

© étant I’angle entre les vecteurs polarisation en entrée et en sortie et wy, = w, pour

la diffusion élastique. Il est remarquable de retrouver I’expression classique.
Dans le cas non polarisé on retrouve donc

d’o — 1+ cos? @
- — 2 — 227
( d29> Thomson TOCOS @ TO ( 2

nonpol.

et la section efficace totale par intégration sur les angles

4 1 29 8
O Thomson = 27r/ ’I‘S (ﬂ) sinfdg = —7rr§.
nonpol. 0 2 3
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Electrodynamique en cavité

On considére un atome unique placé dans une cavité optique permettant d’obtenir
un champ électromagnétique monomode, c’est-a-dire tel que seul un mode |n,,)

puisse étre peuplé. Les opérateurs création et annihilation &I(A et a,, se rapportant
4 ce mode seront simplement notés a'! et a.

Modéele de Jaynes-Cummings
L’hamiltonien atomique

Hy, = op) Ey(pp| + 190 Bo{pal

1 ss .
dans 1a base (). o)) lon) = (§ ) liead = () weeri

E 0 Eyt+E, 0 Ey—E, 0
[Hat] = ( ()b Ea> = ( (2) Eb-|2-Ea + (2) _ Ey,—E,

H, = ihQ 1+ Lhw,, 0,

avec hQd = E, + E_ et hw,, = E, — E,. Les états du champ sont de la forme |n) ou
n=20,1,2,... est le nombre (entier) de photons présents dans le mode. On a

&ln) = \/ﬁ‘n - 1)5
afln) = vn +1|n +1).
L’hamiltonien du champ est de la forme

Hy, =hw(a'a+ 3).
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En négligeant le spin, en I’absence de potentiel scalaire associé & ’onde et en
jauge de Coulomb, le terme d’interaction s’obtient en faisant la substitution

2 2 A2
P 1 q A
Hat:%+%—>%(P—qA)2+Vo:Hm—EPA+ o

Si on se limite au terme paramagnétique, on a

W0 =~ Lpace) = Elpa,

et pour une onde polarisée suivant Oz, A(r,t) = A(r,t)u,, ce qui conduit au terme
|;1n—e|ﬁzA(r,t). On peut exprimer

1. . ik
[Z’Hat] = %[Zapz] = Epz
soit
ih,
(pille, Hallps) = — (@il le;),

<<Pz'|ﬁz|‘10j) = imwjz’(‘ﬁi‘zl(»pj)

notamment, si ¢ = j on a automatiquement (¢;|p,|@;) = 0. Seuls restent les éléments

non diagonaux p,;, et p,, qui doivent étre égaux si ils sont réels (par hypothese ici),
puisque p, est hermitien. On a donc

L1 0 pu
1= (5, 7).
ﬁz :pab(0+ +U—)'

Le potentiel vecteur dans une cavité métallique cubique L3 est de la forme

h
goLiw

1/2
) [@ + a'] cos(qr — wt)u,.

A = (

En effet, comme il s’agit d’un mode unique, il n’y a pas a sommer sur les modes et
comme le champ électrique doit s’annuler sur les parois, il ne peut pas comporter
de terme en cos, soit

OA hw \ 2
E(r,t) = ~ 5 = (éj()%) [a+ af]sin(qr — wt)u,,
avec de plus une contrainte de quantification sur les q = 2—”(nw,n

T n,). Il vient
finalement

y?

W (r,t) = hg(o, +o_)[a+ a'] cos(qr — wt)
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avec hg = h%—elpab(60L3wh)_1/ 2. On vérifie les équations aux dimensions, [g,] =
C2M~'L=3T? et [A] = ML2T~', soit [g] = T~'.

Dans l'approximation dipolaire électrique, A > q,, soit |qla, < 1 on peut
remplacer cos(qr — wt) par cos(wt). En représentation de Schrodinger, on fait ¢ =0

ce qui conduit & ’hamiltonien
H=1000+ lhw, 6, + hw@ta+ L)+ hg(6, +6_)[a+a'.

En l’absence de terme d’interaction les niveaux d’énergie de H = %hQ 1+
$hwy, 0, + hw(a'a + §) sont simplement

Ey , = $hQ + Shwy, + (n+ 35)hw.

Dans la base {|b,n), |a,n+1)} avec |b,n) = |¢,)®|n) et |a,n+1) = |p,)®|n+1),
les matrices de Pauli agissent sur la partie spatiale, et les opérateurs ¢ et a' sur la
partie champ. I'opérateur o, annihile le niveau le plus haut |p,) et o_ annihile le

plus bas, |¢,). De méme, a! crée un photon et @ annihile un photon. Seuls deux
mécanismes conservent I’énergie totale dans le terme d’interaction, ce sont 7 a et

&_a't, il reste alors
H =100+ Ihw,, 6, + hw@a+ 1)+ hg(6,a +6_at).
L’action des termes retenus dans I'interaction donne
o_at|b,n) = vn + 1la,n + 1)
o éla,n+1) = vn+1|b,n).
et 'hamiltonien complet est représenté par la matrice

] = Sh(Q+ wy, + (n+ 3)w) hgvn +1
= VAR @t -+ ) )

que 'on peut encore écrire

L 1 0 1 4 2gv/n +1
=, (5 §) + (i 5T)

avec A, = 1hQ + hw(n + 1) et § = w,, — w. Les valeurs propres de H sont données
par By, = A, + AL ot AL sont les valeurs propres de la derniére matrice et les
vecteurs propres associés, que I’on notera |+, n), sont ceux de cette derniére matrice.
Comme elle est de trace nulle (A, + A_ = 0), le déterminant, —§? — 4¢g*(n + 1) vaut
—)\i, soit Ay = £4/02 + 4¢%(n + 1). Les vecteurs propres sont écrits de maniére &
étre automatiquement normés et orthogonaux,

|+,n) = cosb,|b,n) +sinf,|a,n + 1),
|—-,n) = —sin6, |b,n) + cosb,|a,n + 1),
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soit par exemple

) 2gv/n+1 cosf, )\ cosf,
2gv/n 1 5 sing, ) =+ |\ sing,

qui impose

/O +4g?(n+1) -6
B 2gv/n + 1 '

Ces etats sont appelés les états habillés de latome (ce sont les états propres
du systéme atome + champ), par opposition aux états atomiques appelés états
nus. On parle encore d’états intriqués ou non factorisables. Ils ont la particularité
d’étre totalement corrélés, c’est-a-dire qu'une mesure, méme & grande distance (non

localité), de ’état atomique renseigne immédiatement sur I’état du champ dans la

L2 z _ . _ . _ L
cavité. A la résonance, § =0 et on a simplement cos 6, = sint,, = —.

tand,,

Emission spontanée en cavité, oscillations de Rabi, renaissance quantique

Si le systéme est initialement préparé dans un |1(0)), son évolution ultérieure est
déterminée par la décomposition sur la base des états habillés (états propres),

[$(0)) = Y (I+ ) {(+,n'[4(0)) + | = 7'} {—,n'[4(0))),

nl

(@) = D (e Frn Pl 0!y (0 [1h(0)) + e Fon = ) (=, 49(0)).

Y
I1 est donc utile d’inverser les relations donnant les états habillés,
|b,n) = cos B, |+,n) —sinf,|—,n)
|a,n + 1) =sinf,|+,n) + cos b, |—,n)
Systéme préparé dans un état “nombre” - Si le systéme est initialement

dans un état atomique excité et dans un état “nombre” pour ce qui concerne le
champ, [1(0)) = [¢,) ® |n) = |b,n), on obtient directement

[$(®) = et m) (4, 0[(0)) +e~ E-nt = ) (=, n|p(0)) .
—_—— —_———

cos 0., — sin 6,

On en déduit les probabilités Py, (t) = (b, n|1(t))|* et P, .1 (t) = [(a,n+ 1]4(t))[?,
soit tout d’abord les amplitudes et leurs modules,

(b,n|yp(t)) = e "4nt/M(cos? §, e +1/% 4 sin® 9, eir+1/2)

At ALt
cos (?) — 40826, sin (TJ’) ‘

(a,n+ () = 747/ (cos 0, sin e~ *+/% — cos, sinf,e™+1/?)

oy + 119(0)] = sin(29,)sin (227

(b, |9 (2))] =
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puis les probabilités elles-mémes,

ALt A
ot =eost (%51) eostan s (%)

ALt

On observe le phénomeéne connu sous le nom d’oscillations de Rabi, car les
probabilités ci-dessus ont des comportements scillants non amortis. C’est trés
différent de la décroissance exponentielle que I'on obtiendrait dans le vide a partir
de la cinétique de population de ’état excité, dN, = —IN, Adt, avec A le coeflicient
d’Einstein de ’émission stimulée.

Systéme préparé dans un état cohérent - Sile cha,mp est initialement
dans un état cohérent «, on a |1(0)) = |¢,) @ |a) = |p,) Qe ~lal?/2 Yoo \/—|n) et la
probabilité d’avoir au bout du temps ¢ un atome dans I’état excité est une somme
sur les probabilités conditionnelles P, ,, (t) pondérée par les probabilités P, d’avoir
n photons dans I’état initial,

“la |a| n At ALt
= En PPy, (1) = lol® E 2 + cos?(26,,) sin” - |
On a bien siir de méme
olal? | o ((Agl
E PP, it E sin?(26,) sin ( 5 )

Dans le cas particulier ou la cavité est accordée sur la transition atomique
(résonance), § = 0 et il vient

5 2n
P,(t) = el Z % cos®(gv/n + 1t).

La figure suivante illustre cette fonction P,(t) lorsque le systéme est préparé dans
un état cohérent initial ayant 0, 1, 2, 4, 8 et 16 photons en moyenne (7 = |a|?). On
constate que les oscillations de Rabi s’estompent trés rapidement (elles perdurent
d’autant plus que le nombre de photons moyen est grand), mais surtout on voit
apparaitre le phénoméne de renaissance quantique. En effet, ’état excité disparait
assez rapidement, mais au bout d’un certain temps, il réapparait et de nouveau les
oscillations de Rabi sont observables.

1 T T T T
0.8
0.6
0.4
0.2
0 . | . | . | 1 | .
0 5 10 15 20
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Figure 1. - Allure de P;(t) en fonction de gt pour des états
cohérents initiaux & 0, 1, 2, 4, 8 et 16 photons en moyenne.
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Interactions électrons-atomes
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Diffusion classique de particules
alpha par un atome

En 1909 Geiger et Marsden réalisent une expérience de diffusion de particules alpha
par des atomes d’or. Ils utilisent pour cela un échantillon de radium émettant des
particules alpha (noyaux d’hélium jHe) d’énergie de l'ordre de E, ~ 4 — 5 MeV,
qu’ils dirigent vers une feuille d’or tres mince. Ils détectent ensuite a ’ceil les traces
fluorescentes laissées par les particules alpha sur des écrans de sulfure de zinc et
obtiennent le nombre de particules déviées dans une direction (6, ) donnée. Les
résultats de ces expériences ont montré qu'une proportion anormalement élevée de
particules alpha est diffusée aux grands angles, ils ont remis en cause le modele de
Thomson de ’atome et conduit au modele de Rutherford en 1g911.

Diffusion particule a - atome de Thomson

Dans le modeéle de Thomson de I’atome, les électrons (Thomson 1898) sont supposés
baigner dans un “gellium” sphérique chargé positivement de fagon uniforme (de
charge totale +Z|q,|) et constituant I’essentiel de la masse de I'atome. Ce modele
conduit & des électrons liés élastiquement au sein de l'atome.

Le parameétre géométrique qui gouverne la diffusion est le paramétre d’impact
b. Si celui-ci est supérieur au rayon typique de P’atome, R de l'ordre de I'A, les
électrons de I’atome écrantent totalement le potentiel dii au gellium et les particules
chargées passent sans étre déviées. Pour des valeurs de b inférieures & R, les particules
incidentes interagissent d’une part avec le gellium, par un terme en

v

(6]

. = 2g|(A-Br?)

(le potentiel dii au gellium est parabolique, ¢, (r) = A— Br?, avec 2BR = E(R) =

Z\q,|/Are R et A =3¢, (R) = gﬁleqo‘“}l{) et d’autre part avec les électrons, dont la
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distribution de charge p_(r) = —|g,|n(r) a priori inconnue, crée un potentiel ¢_(r)
qui compense au moins partiellement celui du gellium. En définitive, I'interation
est atténuée par rapport a une interaction avec le gellium seul et on peut majorer
I'intensité de cette interaction par un terme

2
E.. =2lq,|A~Ze*/R = 783 L 107 eV,
’ ay R

/B, est donc de lordre de 107°Z. Sa valeur
extrémement faible laisse présager que la diffusion des particules a incidentes
sera négligeable, typiquement & des angles (quantité sans dimension) de lordre
Orgp. = By /B, =~ 10~%rad ~ 10~2degrés. L’éventualité d’une rétrodiffusion, telle
que 'on en observe expérimentalement, est donc impossible dans le cadre du modéle
de Thomson.

Le rapport sans dimensions F.

Diffusion particule a - atome de Rutherford

Pour rendre compte des évenements a forte diffusion, Rutherford a été conduit a
émettre ’hypothése d'un atome constitué d’un noyau extrémement petit, supposé
ponctuel & 1’échelle de ’atome, et entouré d’un cortége électronique situé a une
distance typique mesurée par la taille de I'atome R de I'ordre de a,. Lorsque 1'on
considere des particules «a diffusées par un tel modéle, si le paramétre d’impact b est
de quelques A, le méme écrantage que précedemment se produit et il n’y a aucune
diffusion. Pour des valeurs de b de I'ordre de a, le probleme dépend fortement des
détails de la distribution électronique, mais des que la facteur d’impact devient petit
devant a,, typiquement b ~ 10~ 'a,, le nuage électronique est “externe” et le champ
qu’il crée en un point interne est nul dés lors que la distribution électronique est a
symétrie sphérique.

On est ainsi ramené dans le modéle de Rutherford & une diffusion nulle si b est
plus grand que la taille de 'atome, et & une diffusion par un noyau ponctuel positif
seul dés que b est plus petit que la taille de ’atome. Ce qui est alors essentiel, c’est que
la diffusion significative sera produite par une interaction purement coulombienne,

. 27 ¢?

V;nt.(r) r )

et que celle-ci est non bornée. Quelle que soit 1’énergie F, des particules incidentes,
il existera toujours un parametre d’impact b qui assure une diffusion a des angles de
I'ordre de I'unité,

f0 =0y =221

soit un angle de diffusion de l'ordre de 115 degrés si b atteint des valeurs aussi
petites que b/ay, = (2Z¢*/ay)/E,, ~ 0.001. Evidemment la fonction sans dimension
f(0) reste inconnue.

Dans le cas simplifié de la diffusion & haute énergie on peut faire un calcul
approché trés simple. L’angle de diffusion restant trés faible, on a

tanf ~ § = P
Py
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ou P~ py=myyetp, représente le transfert d’impulsion au cours de la collision,

+oc

2 +oo
—00 Yo — 00
N————
Z|qe|/2mbeg

et la derniére intégrale est donnée par le théoreme de Gauss appliqué a un cylindre
de longeur infinie et dont le rayon est fixé par le parameétre d’impact b. On a donc

2Ze?
0 ~ ol
On e§1 déduit la section efficace différentielle dans la limite d’une faible déflexion (6
petit),
o b|db| _ (22N
0|1~ ( 7 ) :
Un calcul exact donne
tang = ﬁ.
2 bmu}

En effet Les lois de conservation de I’énergie et du moment cinétique s’écrivent
IL| = mr?¢ = mu,b,
1, L? 1,
E= g™mi” + Vi(r)+ 52 = 3™
A Taide de la permiére on exprime ¢ que 1’on injecte dans la seconde pour tirer
dop ¢ L [2 2 \17
d—"’zfzi [—(E—V(r) )] .
r

7 mr? [m 2mr?

2Z¢® ot
bmwv?

u = (e+b/r)/vV1+ €2, on en déduit dp = du/v/1 — u?, ou encore ¢(r) = Arcsinu(r).
L’angle de diffusion vaut # = m — 2a avec a 'angle entre la direction d’ol sont issues
les particules et la distance minimale d’approche 7y, soit a = ¢(ry) — ¢(o0) =

% — Arcsin ﬁ On a @ = 2Arcsin ﬁ que ’on écrit plutot sous la forme

Appliquée au potentiel coulombien et & l'aide des notations suivantes, € =

‘ 0 27¢?
an - =€= —.
2 bmuvd

L’expression exacte de la section efficace différentielle qui en résulte,

o b |db| _ [(22e2\° 1
d2Q  sinf|d8| \ E (2sin §)*’

est singuliére aux petits angles. On a négligé I’écrantage du noyau par le nuage
électronique, phénomeéne qui limite la section efficace différentielle quand § — 0. Cela
provient du fait que lorsque le parameétre d’impact augmente (et devient de I'ordre
de a), le potentiel coulombien dii au noyau est écranté par le nuage électronique, ce
qui diminue d’autant la diffusion. De méme, la taille finie du noyau limite la diffusion

aux grands angles et la loi en sin™* 6/2 correspond a la limite du noyau ponctuel.
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Diffusion élastique des électrons par
un atome

Diffusion élastique des électrons a haute énergie

L’approximation de Born donne la section efficace différentielle de diffusion en
fonction de la transformée de Fourier du potentiel d’interaction particules incidentes-

cible,
d%o m \? -
Feoh <—W> V(q)>.

L’interaction des électrons incidents avec le noyau et les électrons de ’atome est
décrite par

V(r) = —lg.|4(r)
AV (r) = 4ne*(Z5(r) — n(r)).

On uEilise ensuite les propriétés des transformées de Fourier, F(AV(r)) =
—|a*V(q), F(§(r)) = 1, de sorte que

— |a*V(q) = 4nZe* — 4ne*(q),

ou

i(q) = / &r n(r)e=iaT
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et donc dans ’approximation de Born,

d2f m -~
QT ot V(a)
2me? -
= W(Z —n(q)).

La section efficace différentielle varie en

d%c _
2Q ~ (ao\qP) 2

conformémemnt a la diffusion de Rutherford.
Aux petits angles, c’est-a-dire dans la limite |q| — 0, puisque |q| = 2|k|sin6/2,

- 1
A(q) = Z — < Zlal*(r*)
de sorte que

d’c  Z*(r?)?
2 9a2

La valeur de (r?)? peut étre comparée aux mesures de susceptibilité diamagnétique.
En effet pour un atome sous champ,

H =

(p—qA)? p?  gpA | @A?
WY L y(r) = 20— -
2m + (r) 2m m + 2m

+V(r)

en jauge de Coulomb. Le terme en A2 est le terme diamagnétique qui produit un
décalage en énergie de AE,;, = (|q?A?/2m|tp) avec |A| = {Bp si B est uniforme,
soit

2 2 2 22 B
q°B 2 B, , N1 B =)
AE, = = =— B')B'dB
dia = gy W) = Tt = — | (BB aB
qui correspond & un moment magnétique élémentaire u(B) = —%B, soit une
susceptibilité
du _ Npgg*(r?)
= Ny TRPE A
Xaia = g 6m

Dans 'approximation de Thomas-Fermi notamment on a

(r’y = 22272/3q2,

d’o 2/3 2
m :54Z / ao.
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Traitement quantique de la densité électronique

Dans l'approche précédente, la densité électronique n(r) est supposée provenir d’une
approche semi-classique, la méthode de Thomas-Fermi par exemple. Si I’on procede
& un traitement quantique “? , on suppose connues les fonctions d’onde de ’atome
a Z électrons et on est amené & définir une densité (“monoparticule”) effective n(r)
qui joue un role analogue & la quantité correspondante introduite au paragraphe
précédent. La fonction d’onde totale

<I‘1,r2,. . ’rZ|(10n) = gon(rl,r2, e 7rZ)7

dont la normation est assurée par

1:/|son<...)|21:[d3m

doit étre antisymétrique par échange d’électrons, de sorte que son module au carré
est inchangé. L’intégration sur toutes les coordonnées r; # r; donne la densité de

probabilité de présence du jeme électron,

n(r;) = Z / on (T s

i#]

On en déduit que dans n(rj) la variable r; est muette et qu’en fait on pourrait écrire
n(r;) = n(r).

Un faisceau d’électrons incidents d’énergie positive h?|k|2/2m, repéré par R et
modélisé par une onde plane

<R|k> — L—3/Qeik-R

interagit avec le noyau et les électrons de ’atome, de sorte que
Ze? 7 e?
V(R,r{,ry,...,r,) = —— —I—Z e

On se propose d’effectuer ici le calcul par l'intermédiaire de la régle d’or de
Fermi, avec un état initial et un état final qui ne different que par la direction du
vecteur d’onde de 1’électron incident et diffusé,

d’r,, 2T d3n
fi _ &n -\ 12
wa = Vo (), -

Bk WK
BBt S B Bt

i) = k) @), ) =IK)@lp,).

(“2) H A. Bethe and R. Jackiw, Intermediate quantum mechanics, Westview Press, Boulder 1997.
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La partie délicate & traiter réside dans le calcul de 1’élément de matrice

zZ
<f|V‘Z> - L_3 / d3R /H d37']- (p”rkl( : )V(R’ rl? r27 e 7rz)(Pn(. . ) e_iq'R
j=1
=L / d*R F(R) e "R,

avec q = k’ — k. La fonction F(R) est donnée par

Z
JTL e el VRt 1y 2
7=1

Pour évaluer l'intégrale sur R, on utilise I'identité

1

d®R F(R) e 'R —
/ ®) af?

/ &°R (V’F(R)) e R

et dans 62F(R) (laplacien par rapport aux coordonnées de R) il apparait

=2 _ 272 -1 2 =2 1
VV(R,rl,rQ...,rZ)_Ze VR<® +e ;VR m
= 4re’[Z6(R) - ) S(R -
J

On peut ensuite réaliser I'intégration sur la position de I’électron incident,

L3 . . L3 Z
/d3R V’F(R)e @R = ——/d3R/H &*r;
j=1

a? |q?
* ( . .)§2V(R N _)(pn(_ ) _)e_iq.R
- |q|2 / &R /H &r, (.. )Ane’[Z6(R)
_ Z SR — 1)) (.. )T aR

= par intégration sur R

_ / H d'ry () (Z = D™ ) ()

|0.l|2
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L’intégrale s’écrit

Z Z
Z—Z/ dr; / [T &rilen(. )12 eiams
j=1 i

~ J
-~

Z'n(r;)

c’est-a-dire

z
1 i _
Z_Z E /d3rjn(rj) e "V =7 —n(q)
j=1

et il vient finalement pour I’élément de matrice

2
s4me

<f|V|Z) =-L" |q|2

(Z - n(q)).

Pour achever le calcul, il faut encore exprimer la densité d’états,

$n KPAK|PQ K] m
dEdA2Q  (2r/L)3dEd2Q  (2w/L)3 B?
en utilisant % = Zb—z|k’ |. La section efficace différentielle obtenue est
d?¢  _ dTy
Q"0 a2

soit avec J, = (h|k|/m)L~3,

d’o m 2 |[k'| m 2
20 = wK Y H @y 2 VIV

m? 1672t

_ -6 ~ 2

= 47r2h4L q L™°|Z — n(q)|
Am2et

=—\Z -7 2,

On retrouve le méme résultat que par 'approche plus élémentaire. Le point le plus
important ici est d’avoir donné un sens a la densité électronique (et & sa transformée
de Fourier) & partir de la fonction d’onde multiélectronique.

Limite de ’approche haute énergie

La section efficace différentielle & haute énergie admet une variation monotone
décroissante en fonction de l'angle de diffusion # qui correspond & peu pres
a la réalité, mais un désaccord manifeste apparait aux grands angles ol un
comportement oscillant est visible dans les résultats expérimentaux. Aux grands
angles, ’approximation de haute énergie cesse d’étre justifiée et ce comportement
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est dii au role joué par les déphasages. Si la distribution électronique est & symétrie
sphérique, on sait que I'on peut utiliser la méthode ezacte des ondes partielles et
Pamplitude différentielle de diffusion s’écrit de maniére exacte sous la forme

af 1 6, s
£ % Z(Ql + 1)e** sin 6, P;(cos §).
!

On a vu que 'approximation de Born pouvait alors s’écrire sous la forme

d? 1
(dT{Z)B % ;(21 +1)¢, Py(cos 6)

ol les (; sont les approximants de Born de et gin d;, déterminés par orthogonalisa-
tion,

g—lk/ﬂ 040P,(cos0) (L1
=5k sin 1(cost) { gy -

m 1 4 A [
=————k sin @ d@P,;(cos ) — rdrV(r)singr,
gk | eos0) ™" [ rary(r)sing

On en déduit 'apparition d’une structure oscillante dans I’approximation de Born
en fonction de I'angle de diffusion,

d2
dQ{l ! (CO + 3¢, cos 6 + CQ(COS 0—1)+...).

Cette structure apparait dans le cas ou la limite haute énergie n’est plus valable.
Traitons par exemple 'effet du potentiel constant sphérique en partant de la limite
des petits angles quand g — 0o, on a

- 4 a 1
Viq) = —W/ rdrV, (qr— Eq3r3+...>
0

q

4n 1 1
=—V, B —
p <3qa 3Oqa +. )

m 1 4r L 1 8
“= ok’ LY Voa® /0 sin § d6 P, (cos ) (1 - E4k2 sin® §a2 + .. ) .
Le premier terme donne directement foTr sinfdf Pj(cosf) = 26, et le second se

développe en j5a® [ sin6d6 P;(cos 0)2k*(1 — cos §) = 1k2a2(25l,0 - %(5“). Au total
il vient & cet ordre du développement de sin gr

m 4m

Cl: or h2

1 1
~ Voka’ (5z,0 - gk2a2(5l,o - 551,1))
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et les déphasage (, et (; sont non nuls et valent

m A4 1
CO = 2 7:L2 ‘/Ok ( - gk2a2) 9

m 4m

—y Voka® 1 pe,

G =- 15

mais dans la limite de haute énergie ol seul (, intervient, il n’y a pas d’oscillation
observable.



170 Mis a jour le 11 Septembre 2007



Interactions Rayonnement - Matiére ]. 7 ].

30

Rayonnement de freinage

Le rayonnement de freinage, ou Bremsstrahlung, résulte de l’émission de rayon-
nement électromagnétique par une particule chargée lorsqu’elle est accélérée. De
tels mécanismes interviennent notamment lors de la diffusion de particules chargées,
puisqu’au cours des collisions, le transfert d’impulsion donne lieu a une accélération.
On consideére généralement le cas simplifié ot 'une des charges reste immobile (par-
ticule cible assimilée & un noyau) et seule la particule chargée incidente rayonne.

Interactions photon-électron libre

On peut distinguer plusieurs types d’interactions entre photons et électrons
(diffusion, émission, absorption). Les mécanismes de diffusion photon-électron
concernent le cas de photons incidents interagissant avec des électrons de sorte
que dans l’état final on retrouve le photon diffusé dans une nouvelle direction,
éventuellement & la méme fréquence (diffusion élastique a haute fréquence
(Thomson) sur un électron libre ou & basse fréquence (Rayleigh) sur un électron 1ié)
ou & une fréquence différente (diffusion inélastique & haute énergie (Compton) sur
un électron libre). Les mécanismes d’absorption et d’émission sont des mécanismes
d’interaction inélastique au cours desquels la nature (le nombre en 'occurrence)
des particules a changé au cours du processus. Il est cependant impossible qu'un
tel processus d’absorption ou d’émission de photons se produise avec des électrons
libres. Supposons le contraire : on considére le cas d’un électron libre, d’énergie-
impulsion p}' = (E, /¢, p;). On suppose qu'il émet un photon P* = (E/c,P) et se
retrouve dans ’état final p) = (E,/c,p,). On note 6 'angle entre P et p, aprés
émission. On a p,,p' = p,,py + P, P* + 2p, P*, soit

m’c® = m’c + 0 + 2|p,|[P| cos 0 — 2, B/ <.

Cette égalité est impossible si I'on tient compte de I'inégalité stricte E,E/c*> >
|p,||P| (car Ey = +/|py|?c® + m?c* > |pylc et E = |P|c). Un électron libre se
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déplacant dans le vide ne peut donc en aucun cas émettre un photon. En inversant
les roles de p!' et de p}, on conclut de méme qu’un électron libre ne peut pas
absorber de photon. Pour pouvoir absorber ou émettre des photons, il faut que
I’électron interagisse avec la matiére ou qu’il soit lié par un potentiel comme dans
I’atome. C’est ce potentiel externe qui encaisse la transfert d’impulsion nécessaire a
la création ou a I’absorption du photon.

Calcul classique de ’émission de rayonnement par une particule chargée
diffusée

La contribution dominante (non relativiste) au champ électrique rayonné dans la
direction n = r/r par une particule chargée (¢ = 2|q,|) accélérée s’écrit

g nx(nxa)

2

E t) =
r(r:?) 4me, re

en négligeant l'effet de retard (les quantités doivent étre en principe estimées a
I'instant retardé ¢ — r/c). En introduisant le vecteur unitaire de polarisation €, le
module du champ

q |a-é|
2

E t)| = ——
Bale )] = g

permet d’exprimer la puissance instantanée dans ’angle solide d?Q,
A’ Py (t) = r*d*Q|my|
= r2d*Qe,c|Eg(r, 1)

22e?

= a3 la(t) - &|* dQ.

On en déduit I’énergie perdue par rayonnement au cours de la diffusion,
dZW +oo
—00

si la puissance instantanée est notée d?Pg(t) = |w(t)
Introduisons la transformée de Fourier w(w) de w(t),

~ 1 oo twt
W(w) = \/—27/_00 w(t)e“t dt,

1 oo ~ —twt
w(t) = \/—27/_00 w(w)e " dw,

Pénergie dissipée devient
dQWr 1 +oo +oo +oo , , L,
aew _ - ~ ~ t(w' —w)t
20 = 2. /_oo dt/_oo dw/_oo dw' w* (W' )W (w)e

_ /_:o duw /_:o Ao’ W (¥ () (w — )
+o0

= [ awlwe)r

i
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ou 'on a utilisé la représentation intégrale de 4,

+00 ,
Sw—u) = —/ dt '@ =@t

— o0

Nous avons en fait utilisé 'identité de Parseval qui relie I'intégrale sur la variable

o . N . ’ . . 3 e, s
d’origine & l'intégrale sur la variable de Fourier. Appelons % la probabilité
d’émission (d’un photon) par unité de fréquence dans 1’angle solide élémentaire,

on a
d2W +00 _ ) 400 d3fp
m = / dw |W((.d)| = hbd/o. m dw,

— o0

soit % = |W(w)|* + |[W(—w)|? et comme w(t) est réel, W(—w) = W*(w) de sorte
que finalement

d*p 2
w0~ V@
2 22%e? A|2'

o dmcs 2 - @

Dans la limite des basses fréquences, le mode de Fourier w — 0 de 'accélération
s'évalue facilement,

+oo
a(w) = \/LQ_W /_ a(t)eit dt

+o0
~ \/%_ﬂ /_ a(t) dt

1

= (P2 - Pl)
2mm

ou p, et p, représentent I'impulsion de la particule incidente avant et apres la choc.
On obtient finalement le taux de probabilité d’émission d’'un photon par unité de
fréquence et d’angle solide

d3p 22e? 19
dwd?Q — 47r2m203ﬁw|(p2 —p) el

On introduit la notation suivante pour le transfert d’impulsion,

hq=p; — P,
de sorte que 1’on écrit encore

3P _ 22e’h | A|2
dwd2Q  4m2m2cdw q

e,
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La section efficace de rayonnement de freinage s’obtient en multipliant le taux
de probabilité précédent par la section efficace différentielle de diffusion Rutherford,

(22 _(zfy( L o gme i)l

dZQ2 c B 2sin 072)4

qui exprime la probabilité d’obtenir (& énergie incidente E, = imuv] fixée) un

transfert d’impulsion hq lors de la collision (6, mesure I'angle de diffusion de la
particule chargée et I'indice , est pour coulombien). On a ainsi

d°o _ P d%o
dwdQd’Q,  dwdQ \ &9, ),
_ 22e’h
Ar?m2cw
2725 |q- @)

C mRicw |qt

lq - é|2(22th22/7i2)2|q|_4

Traitement quantique du Bremsstrahlung

Le traitement quantique du rayonnement de freinage résulte de la probabilité que la
particule incidente passe d’un état quantique & un autre état quantique avec émission
d’un photon pendant l'interaction avec le potentiel coulombien. On considére ainsi
la transition d’un état initial olt la particule incidente est dans un état propre de
I'impulsion |p;) en présence de I’état du vide pour les photons, |0), vers un état
final qui est également une onde plane pour la partie spatiale, |p,), et le champ est
peuplé d’un photon |1,_) dans le mode ke, soit encore

li) = |p;) ® |0), (r|p,) = L~3/%eiPre/h,

If) = [P2) ® |1ke), (r|py) = [~3/2¢ip2r /.

La diffusion coulombienne sous I'effet du potentiel d’interaction V (r) = 2Ze?/r
est incapable de rendre compte de 1’émission d’un photon car ce potentiel seul est
indépendant du champ et ne peut donc pas coupler des états distincts du champ. Tl
faut donc faire appel & I'interaction de la charge incidente z|g,| avec le champ produit
par les fluctuations du vide. On rappelle qu’en représentation de Schrodinger, le
potentiel vecteur est donné par le développement

h A KT A¥ —iKr
A=\ 5o (anune™ + afyeine ™).
kA

Dans ’approximation dipolaire, A(r) ~ A(0), et le champ électrique est alors donné
par

hw, . R o
E(O) = Z Z Kzgz (am\en)\ B a’j:w\en)\) :
kA
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Sous leffet de ce champ (constant et uniforme & ’échelle de la particule), la charge
z|q,| voit sa position déplacee der & r+ p ol en premiére approximation (formalisme
de Fierz-Pauli) on a Eg = zlqe'E( soit p ~ z"""'E(O) ou en généralisant,

ZIq | [ h
= ZZ 25 w3L3 nAenA LAen)\)

/k
photon
Yol P2
2|gel
0
n I
2|qe]
P2) ® [1ke)
Ip1) @ 0)

La regle d’or de Fermi donne alors le taux de transition d’oui découle la section
efficace différentielle associée au processus ** |

dwd2Qd?Q, |p,| dwd2Qd2Q,’

3

d’n d®n
g 27 2 v
dwd29d2§22 B |<p2,1k6|V(r+p)|p1,O)|

z

dwd?Q dE,d2Q,"
La densité d’états dans I’état final fait apparaitre d’une part la densité d’états résolue
en angle et en énergie associée aux particules chargées diffusées (dans d2(Q,)

d3nz — £ 3m|p2|
dE,d2Q,  \2r)

et d’autre part la densité d’états résolue en angle et en fréquence associée aux
photons (émis dans d?(Q)

&, _(L Pk
dw d2Q 21 ) 3

2
“3) On rappelle que gzgl;
5

est un taux de transition, homogene & l'inverse d’un temps et donc que
la quantité

Ty; . .
Wﬂfdzz% est sans dimension.
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Il suffit ensuite de développer le potentiel en série de Taylor, les termes en p
agissant sur les états du champ et les dérivées du potentiel jouent sur les états de la
particule. En nous limitant au premier ordre,

V(r+p)~V(r)+pVV
et I’élément de matrice donne
<p2a 1k€‘V(I‘ + p)lpla O) = <p25 1ke|p6V|pla 0)

car V(r) comme on l’a vu n’a que des éléments de matrice nuls entre de tels états.

p2) I1ke) [p2)

hk

|1k6>

(hicl) NS

p1+hq

VD |

Ipo) Ip1)

En développant I’élément de matrice tel qu’il est illustré sur la figure ci-dessus, il
vient

o z|q,| [P PP
(P2 Lie|PVV [Py, 0) = (Py, 1| me ZZ“ W’LGLAGM'VWPDW
D K

2lge| | R 2 L =

2lg [ R s o
:zﬁ 250L3wk (P2léke - VVIpy)

— 'z|qe| h —3/27-3 . A* \T/
= 'LW mwk L (—Zq . ekE)V(q)
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ou 'on a utilisé I’identité
2,9V py) = L / & eIV (1)

—17%(-iq) [ ¢qe V@)
= L™*(~iq)V(q)

avec V(q) la transformée de Fourier du potentiel,

Il vient finalement pour la section efficace différentielle de rayonnement de
freinage

Popi  _mLiowgl n 11,
dwd®Qd?Q, |p;| B m? 2¢,L%wi LS

3 3
% 167° 2721 L m|p,| L ﬁ
lq|* 2 B3 2r ) ¢

| 2

q- éikcs|2

_ 24 Z%e8 P, |a- &g,
m2h’wed [Py lalt

ce qui est correct sur le plan dimensionnel, car la combinaison €%/ R = o est sans
dimension. Par ailleurs, la diffusion étant élastique, % = 1 et ’on retrouve le méme

résultat que par le calcul classique.
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31

Diffusion dépendant du spin

Lorsque l’on tient compte de 'existence du spin et notamment du couplage spin-
orbite, il faut modifier 'approche développée précédemment. Cela peut se faire
au moyen de la méthode des ondes partielles aussi bien que dans le cadre de
Papproximation de Born “4 .

Harmoniques sphériques généralisés
Lorsque 1’on couple le moment cinétique L & un spin %, les valeurs de j (liées au

moment cinétique total J = L + S) peuvent prendre les valeurs [ + % oul— % Dans

le changement de base entre les états |l j m) et les états |l m; m,), on introduit donc
deux coeflicients de Clebsch-Gordan,

ljm)y=Allm—3 D+ A [Im+3 1)

Pour déterminer ces coeflicients, on peut par exemple faire agir sur la combinaison
linéaire ci-dessus l'opérateur L-S = £(J* - L? - 8% = LS, + X(L,S_ + L_S,).
On introduit les notations

08

L-Slim—3 1) =bylim—35 1) +c,lim+
! L 1,

NI= N

~L> +Clm |lm_

() H. Friedrich, Theoretical atomic physics, Springer, Berlin 1991, p. 207, R. Omnes, Introduction
4 P’étude des particules élémentaires, Edisciences, Paris 1970, p. 150, H.A. Bethe and R. Jackiw,
Intermediate quantum mechanics, Westview Press, Boulder 1997, p. 281.
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avec “*) a;) = 1 +1) =11 +1) — 3), soit, selon que I = j F 3,

On en déduit 1'égalité

ajllim) = (Aybyg +Aycy,) [Im—5 1)+ (Agcpy + Ayby ) [lm+3 1)
Il s’ensuit finalement

(Apbyp + Ayey,) = Ayayy

(ATClm + A¢bm¢) = A¢ajl.
La résolution (avec normation) donne

1 1
Ay = N Cim> A = N(ajl —bpmy), N? = ¢}, + (aj; = bpp)”s

soit de maniére explicite,
esij=1+1

|ljm) = .—.|lm—% 1+ _—.m|lm-|-% .

esij=1-1

2
. li—m41 [i+m+1 .

Plutét que [l j m), on introduit maintenant la notation de Dirac [Y;,,) et

Y, = (00,1 |Ylj m) pour les spineurs a deux composantes permettant d’écrire
Jm <9a(107~L |Yljm)

les combinaisons linéaires précédentes sous la forme d’harmoniques sphériques
généralisés (on indique ici explicitement la valeur de j en fonction de 1),

_1
v 1 I+m+3 %" (0,0)
ll+%m_ /2l+1 l—m+%Ylm+%(0’(’0) ’
v 1 —\l—m+35Y"72(0,¢)
1-1im = &5 41
: v2+1 L+m+1Y"72(0,9)

(%) On omet les facteurs k2 qui devraient intervenir dans tous les coefficients et donc finalement
se simplifier.
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Les spineurs de Pauli & deux composantes sont particuliérement utiles pour

la description des propriétés des électrons (spin %) Dans le cas d’un atome, en

tenant compte du couplage spin-orbite (;¢(r)L - S, 'hamiltonien & un électron
2
H=2-+V(r)+ (;s(r)L - S agissant sur un spineur de la forme
1
P(r) = r jz(T)Yzjm(ea ®),

ou encore ¥ = (ZJIE?;), avec ,4(r) = (r,1 |t) et 9 (r) = (r,| |¢) conduit par

exemple &

1 1
Crs(r)L-S|y) = ;CLS(T)fjl(T)L ) S|Yljm> = ;CLS(T)fjl(T)a’jl‘Yljm>
c’est-a-dire a 1’équation aux valeurs propres

S G 1 (/
(gt gt V) + GRG0 F(r) = B0

2mr
avec F(j,1)=1ou—(+1) selonque j=1+43ouj=1-31

Introduction des déphasages pour la diffusion de particules de spin . sur

2
une cible sans spin

Rappelons l'ingrédient essentiel de la méthode des ondes partielles. Partant du
développement de 'onde plane sur la base des harmoniques sphériques “® |

gikreost Z(Ql+1)z Ji1(kr)Py(cos 9) Z VAan (20 + 1)it5,(kr)Y,2(6

l

et de la décomposition de la fonction de Bessel sphérique jy(kr) = §(hj (kr) +

h; (kr)), on écrit que la fonction d’onde en présence du potentiel diffuseur, mais
au -dela de la portée de ce potentiel s’écrit simplement comme ’onde plane dont 1a
partie sortante est déphasée, soit

b (r,0) =3 %(21 + 1) b (kr) + B (k) Py(cos 0)
!

—Z \/47r 20+ 1) (¥ b (kr) + hy (kr))Y,2(0).

Par définition de Pamplitude de diffusion A4, (6) = Y, f,P,(cos8) = >, F,Y}*(9), on

a aussi
ikr

Pelr,0) =y y00 D21+ V)il (kr) + ;=
l

| (cos 0)

1Y,(cos 8).

tkr
/A 77 1 ANl - €
~r—oo Z[ 47[-(2l + 1)Zl]l(k’l‘) + Fvl T
l

20+1
des polyndémes de Legendre et sur celle des harmoniques sphériques, plus commode pour traiter les
particules de spin %

(4% On rappelle que P;(cos§) = z/ SAm_ Y0(0). On écrit ici toutes les expressions voulues sur la base
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L’expression de 'amplitude de diffusion résulte de l'identification de ces deux
derniéres équations dans la limite kr > 1, en faisant usage du comportement

asymptotique hj (kr) ~, 1 —i ei(krk_;ﬂz) = i_l_l%, soit
eikr eikr 2 +1 264
Ak(ﬂ) r = r ;W(e’ ! —l)JPl(COSQ)
fi=2L e sin g
etkr Am(20+ 1), 95,
SR A S —1)Y,2(9).
S VAL i) vp(e)

l ~ >y

W
Var(2i4+1) 5, .
Fl:$e“§l sin d;

Pour traiter la diffusion dépendant du spin, il faut commencer par exprimer le
développement de ’onde plane polarisée ¢, = €*%x, oi1 x est un état quelconque de
ikz [ 1

0

I’espace des spins, par exemple e , sur les harmoniques sphériques généralisés.

Pour un faisceau incident polarisé 1 atteignant une cible non polarisée, la projection
du moment total m = % est conservée et impose les harmoniques sphériques

généralisés suivants (on rappelle que la composante haute d’un spineur est associée
a T et que la composante basse correspond a |.)

1 VI+1Y)

Y 11 — —F/——
rE VAT iy

(S]]

v 1 V1Y)
H=33 " al+1 /—l+1Yll

[N

En inversant ces relations, on obtient

vy I+1 I
<O)ZV—2Z+1Y”+%“ e
0\ l [+1
(Y;) “Varer Vs o ey

L’onde plane incidente polarisée 1 se développe alors comme

eik? ((1)) =3 Vax (@l + 1)ij, (kr) (YE ) )
l

(S

0

[1+1 [
—Y 11 — —Y 11
2+1 tHzz 20+ 1 ”-55]

= 3 SRV L (k) + b (b)Y 1y
l

=Y VAn(2 + 1)y (kr)
l

— VI(hf (kr) + by (kr))Y, -1 1]

1
2
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Apreés interaction avec le potentiel, 'onde diffusée (sous forme d’un spineur & deux
composantes) s’écrit en introduisant des dephasages spécifiques a chacun des deux

canaux, d; et & pour j = I —I— 5 et j =1 — 5, pour les parties ondes sortantes
uniquement, soit

P (r,0,9) = Z L Vamil VI 10 B (kr) + by (k)Y

11
+3 3

— Vi ki (kr) + hy (kr))Yy 1 1]

L’identification avec la forme asymptotique

, ikr [ A, (8, )
ikz [ 1 € P
P (r,0,0) =kr>»1 € F <0> + 8

" Bk(ea(P)

permet d’exprimer les deux composantes de I’amplitude de diffusion,

A V47r it s
k] _ Z ﬁ[‘ /] +_1(e2 s 1)Y, i1 \/Z(e2 o _ 1)Y”_% %]
I

By

Z [+1 (62i5l+ _1) Vl—l_]'}/lo _ l (62i6l_ _1) _\/Z leo
sz V2l+1 ‘ﬁYll Vai+1 \/l—i-—lYll

Z - l-l- 1 216, _ 1) -|-l( 210, 1)]Ylo
2’&]{2 l+ 1)( 216l _e2zél )}/ll

On peut encore poser pour simplifier I’écriture

0,0) = FY(0)
l
(10) = Z Glell (9, Qp)a
l

ou les amplitudes de diffusion partielles sont données par

1 l‘I‘]. 26+ l %6
Fo= a7 | o (¥ 1) ¢ (P 1
L7 9k 7T[\/21+1(e B A e A

_ Jir I+1), g5+ 2is-
Gl_m e e

On constate que si les déphasages sont indépendants de la valeur de j, a [ donné,
l’amplitude de diffusion avec retournement du spin, B, (f2), est nulle, car tous les
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G, sont nuls et pour 'amplitude de diffusion cohérente, on retrouve le résultat

F, = 7"4;(.?1)(@“51 — 1) du cas de particules incidentes sans spin. C’est une
manifestation du fait que si 'interaction cible-particule incidente est indépendante
du spin, S se conserve (c’est-a-dire S et S,) et amplitude de retournement du spin
est nécessairement nulle. Dans le cas ou l'interaction dépend du spin, c’est J qui
est conservé comme on I’a indiqué en préambule et la conservation de m autorise
néanmoins le retournement du spin du projectile. Ce type d’amplitude de diffusion
avec retournement du spin (spin flip amplitude) donne acces expérimentalement aux
interactions magnétiques, dépendantes de S.

On peut reproduire un raisonnement en tout point analogue dans le cas
d’une polarisation initiale | du faisceau incident. On cherche cette fois une forme
asymptotique du spineur diffusé sous la forme

_ ikr [ AL (0,
Yi(1,0,0) =4ps € ((1)) 4+ ¢ k(0 ¢)
"\ Bi(6, )

et le calcul conduit &

By (0,¢) = ZFIYZ

Al (8, 0) = ZGl 0,9),

ou les amplitudes de diffusion partielles sont données par les mémes expressions que
dans le premier cas (on a notamment By = A, et A} = —B).

Le cas général se traite & partir de ces deux cas particuliers. Pour une polarisation
incidente arbitraire |x), I'onde initiale e'*?|x) devient asymptotiquement aprés
diffusion

ikr

e*|x) + —F(0,9)|x),

avec la matrice *7 de diffusion F(0, ¢) qui est une matrice 2 x 2

A () —Bg(Q)

OO b A

Pour une polarisation incidente «, la section efficace différentielle de diffusion
conduisant en sortie & des particules de spin 8 est donnée par

2
d 0&—)5

28 = (BIF (6, ¢) o).

(7) Attention, le terme matrice de diffusion est ici employé abusivement, car on appelle en général
“scattering matrix” un objet différent.
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Si I’'on ne mesure pas la polarisation en sortie et que I'on envoie un faisceau initial
également non polarisé, on a (le préfacteur % provient de la moyenne sur deux
polarisations équiprobables)

d%o,, 1
= S ST KBIF 6,9l
o« B
= % Tr (FTF)

= |4 () + B ().

Approximation de Born pour des particules incidentes de spin %

L’intérét pour développer le formalisme de I’approximation de Born dépendant du
spin est manifeste lorsque ’on considere un potentiel d’interaction particule incidente
- cible comprenant par exemple une partie de couplage spin-orbite, V (r)+(, ¢(r)L-S.
On suppose que la partie spatiale de l'interaction spin-orbite est purement radiale.
L’approximation de Born usuelle donne

Py (1) =~ ek — 27rh2 / d*r'U(x’ _’qr

que ’on ré-écrit ici pour des besoins de simplification de notation sous la forme

m eikr
(rln) = (rley) — -5 — (@ lU(T)|pk)-
27h
Avec une onde incidente sous la forme d’un spineur & deux composantes, on
remplace ¢, (r) par e’%*|x) et I'onde diffusée prend la forme

m eikT

21h? o

e (r)lx) — (1 [V (r) + Crs(r)L - Slo) X)),

ou, sous forme plus explicite,

V() + (s (L - )™ )

Ix) —

=™ |x) +

F(0,0)|x)-

11 faut cette fois considérer des spineurs (partie spin uniquement) incident et diffusé
Ix) et |x'). Il vient deux contributions & la matrice de diffusion, tout d’abord le
terme habituel —#V(q), ensuite le terme dii au couplage spin-orbite que 1’on
peut développer

—ih{ X |5 (r) (Tt A V) - Sl x)
= —’ih<QDk/X,|CL5(T)(r A ILk) ) S|(10kx>a

(X' |5 (r)L - Slpex)
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or, [ d®re~"(, (r)rAk = ia%ii‘(q) ANk = l-a{%iz(q)% Ak de sorte qu’il vient au total

m
21h?

o - m_9ps(a) (1| AK)-S[1) (T](K Ak)-S|L)
F©,¢) = ’ <¢| S| (L] -su)'

V(q)ﬂ_’%hq 9 \{L|(K'AK)-S|1) {

On note que ¢ ¢ est homogene a une énergie divisée par h%, ce qui permet de vérifier
les dimensions de I’expression ci-dessus.
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Interactions neutrons-atomes
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32

Interactions neutrons-atomes

Le pseudo-potentiel de Fermi

Les neutrons sont des particules de spin % Dans une expérience de diffusion
des neutrons par une cible, on note |ko) l'onde plane incidente des neutrons,
(r|k) = L=%/%e*r d’impulsion hk et de spin o et |\) Petat de la cible d’énergie
E,. En I'absence de champ magnétique externe, I’énergie des neutrons incidents
E, = h’k|?/2m,, est indépendante du spin o. Le taux de transition entre un état
combiné de la cible et des neutrons, |i) = ko) = ko) ® |A), et |f) = |K'a'N) =
|k’c’) ® |A) est donné par la régle d’or de Fermi,

2
= %|(k’a’)\'|U|ka)\)|2 (ﬂ

r ) .
f E
d Ey/+E,=Ey+E)

2

Le potentiel d’interaction neutrons-cible reste & préciser. Dans la pratique on est
intéressé par les transitions entre états des neutrons, ko) — |k'e’), quel que soit
I’état de la cible. C’est réalisé en sommant sur les états finals et sur les états initiaux
pondérés par leurs probabilités,

Pyoskior = E :p/\rka)\—m’a’)\"
AN

Si la cible est & 1’équilibre thermique, ce qui est généralement le cas, p, =
Z~'exp(—BE,) dans l'ensemble canonique et p, = E~'exp[-B(E, — uN,)] dans
I'ensemble grand canonique (N, est alors le nombre de particules cible dans I'état
|A) et p leur potentiel chimique).
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La section efficace différentielle vaut alors

d’c  L3m, d*T\,_ ., [K'|m,L?

d2Q h\k\ d2Q  B*(2n)3

kl
h2 |k‘| > oAk’ X |UlkaN) .
AN

Si la. mesure du faisecau de neutrons en entrée et en sortie n’est pas résolue en spin,
on doit encore sommer sur les états o et o’'.

Il s’agit maintenant de se donner la forme de l’interaction neutrrons-cible. Les
neutrons thermiques utilisés pour les epxériences de diffusion & I’échelle atomique
ont des longueurs d’onde de 'ordre de I’A. La portée des interactions nucléaire est de
I'ordre de la taille du noyau, 10™'°m, de sorte que ’interaction neutron atome peut
étre considérée comme ponctuelle et représentée par le pseudo-potentiel de Fermi,

U(r) = 27 pr).

m,

Le facteur b est appelé longueur de diffusion. I1 dépend du noyau et de sa nature
isotopique. Si le noyau possede un spin, b doit étre compris comme un opérateur
dépendant des états combinés de spin du noyau et du neutron. Dans un premier
temps on ignore cette subtilité. Aux échelles pertinentes en matiére condensée,
la diffusion par un noyau est élastique car les énergies des neutrons thermiques
(de T'ordre de 1’eV) sont incapables d’exciter des états nucléaires pour lesquels
les transitions sont dans le MeV. Compte-tenu de la forme ponctuelle du pseudo-
potentiel de Fermi, les éléments de matrice impliqués dans la régle d’or se simplifient,
(k'e’N|0(r)|kaA) = d,,.05, - La section efficace différentielle de diffusion élastique

par un noyau vaut alors d’s/d*Q = b%. Elle est isotrope.
Pour une cible constituée d’un ensemble d’atomes « aux positions r, le potentiel
d’interaction peut s’écrire comme

2
27Th Zb d(r—r,)

L’élément de matrice vaut cette fois

(K'o'N|U(r)| ko)) = 8, Zb ‘o' N|6(r —r,) ko \)

’I’L

_ 2nh” Zba . /d3r(k’|r)<r|k)()\’|<5(r—ra)|)\)

27rh

_ Zb / dPr et (X [5(r — r,)|A)

o2rh? Io—iq
= — , —iqra A
m Jaa Ea :ba(A |e | )

n
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On passe & une intégrale sur le temps en utilisant la représentation intégrale de delta
(la conservation de I’énergie est toujours implicite),

§(Ey — By — hw) = / h L; _ht') ok (Bai— Ex—hao)(t—t)
oo 2w

11 vient

d’c y L e
20 27rh|k|z/dte (t— t)p Z’\I‘b e qa(t)|/\)<)\|b et t)|/\,>

aa’

Les états de la cible forment une base, >, |A)(A| = 1, et par définition, la moyenne
a I’équilibre pour une observable de la (:1b)1e O vaut

0) =Y _A{AOIN).
A

11 vient alors

d%o /dt zw(t —t') <Zb b e zqra(t)e iqr, /(t)>
FEn) 27rh|k|

aa’

Diffusion cohérente et incohérente

Dans la moyenne d’équilibre ( b,b, e~ it e=iaras (') ), le degré de liberté
a précisant ’espece isotopique du noyau & la position r(¢) est indépendant des
degrés de liberté dynamiques, de sorte que l'on peut factoriser les moyennes et
écrire 3", b b, (eTiara(le=iara (t) ) avec b b, la moyenne sur une distribution
binaire par exemple dans le cas ou deux lsotopes sont présents dans le matériau, soit
P(a) =p6(a—a;) +pyd(a — ay,), avec p; + p, = 1. Dans ces conditions, si a = o/,
b,b, se réduit & b2 = p, bl + p,b3, alors que si a # o', b, b, vaut p;b;p,by + pybyp; by .
11 vient donc

b,b, =b

2
a’a [¢%

50:,(1’ + baba’(l -9

a,a’)

— 2

= (62 - ba )504,04’ +EZ

«

et finalement

< Zb b, e iara(t)gmiara (¢) > B -5.)3 < e~ iara(t)g=iara(t') >

Tincoh. /47!'

n E Z < e—iara(t) g—iar (t') >

Y a,af

Tcoh. /47!'

Le premier terme correspond & la section efficace incohérente, alors que le second
donne la contribution dite cohérente,

d*s Tincoh. |kl| iw(t—t") —iqra(t) ,—iqra(t’)
(dm)mwh.‘ 4m 27rh|k|2a3/ L Cani )

d’c Oeon. K| . / , . '
— Zcoh. dt tw(t—t") < —iqra(t) ,—iqr,/ (t) > .
(dm)mh_ Ar 2nh)K| g/ ¢ ¢ ¢
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Les parametres o,,,.,, €t o,,, sont respectivement les sections efficaces incohrente

et cohérente totales d’'un atome.

Dans le cas d’une cible composée d’atomes de spin non nul, il faut tenir compte
des degrés de liberté de spin, & nouveau découplés des degrés de liberté dynamiques
et qui peuvent contribuer de fagon significative a la diffucion incohérente.
Corrélations

Les section efficaces partielles de diffusion cohérente et incohérente sont
respectivement proportionnelles 4 la fonction de corrélation densité-densité et a la
fonction de “self-corrélation”,

d20 T coh |kl| L2 ( )
d*Q ) ... dr  |k| 27 """ L)
ou ’on définit la transformée de Fourier de la fonction de corrélation densité-densité
<%A%wy=/dmww4k%A%t—ﬁ
= L_3/ d3r d3retalr—r") / dt ei“’(t_t’)Cnn(r, r'.t,t)

Conlat—t) =LY < o ira () g—iara () > _

Pour la partie incohérente, on note

d2o O incoh ‘kll 1
TV = M_—S .
( dZQ)incoh. 4 |k| 2mh self (q’ w)

Diffusion magnétique

On considere cette fois une cible constituée d’atomes possédant un moment
magnétique non nul. Pour simplifier, on se limite au cas ou le moment magnétique
est uniquement di au spin des électrons. Chaque électron, de spin s, , de moment
magnétique m_, = —2ups, , situé en r,, crée un champ magnétique B, =
V x A, ol le potentiel vecteur du dipéle magnétique vaut

- 1
A_:@me_xV(7>.
|I‘—I'e_|

L’interaction avec le neutron incident, de moment magnétique m, = —g, xS, ol
i est le magnéton nucléaire et g, = 1.91 le facteur de Landé du neutron, est donnée
par U = —m,, - B ou B est sommé sur les électrons de la cible, soit

3.82 - - 1
Ulr) = == —polintipSy - > Vx [Se xV (ﬁ)]

que l'on simplifie légérement en introduisant 'aimantation de la cible

m(r) = g Y s, S(r -, ).
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L’élément de matrice (k’c’|U(r)|ko) se factorise en une partie spin et une partie
spatiale,

3.82
<kIC’"|U(r)|kU> = —ENOHN<C"I|Sn‘C")

- - 1
x | &Brd®' eV x |m(r) x V
Ir —r’|
et en utilisant I’identité

3
1 o / (d q 4_7reiq(r—r')

r—r| ] (27)° ¢ ’

I’élément de matric magnétique peut s’exprimer comme

3.82 —iqr 4T
(KU ke) = pounels,lo) [ e fax (m(x) x )l

On montre qu’il en découle I'expression de la section efficace différentielle dans
laquelle la contribution élastique donne une information sur 'ordre magnétique a
grande distance et la partie inélastique fournit des informations sur les excitations
de spin,

20~ k|

_ §.. — 6.6,
271'712 orh ( ¥ qzqg)

X (L2 m, (@, w) + (my (@) (m; (—q)) 2 (w))].

d’c  |K/| ( m2 )2 81 x 1.91pu,
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