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1.1. Résolution de I’équation de Laplace

1. EQUATION DE LAPLACE

1.1. Résolution de I’équation de Laplace

Dans le vide, i.e. en l'absence de charges, ’équation de Poisson se réduit a
I’équation de Laplace

Ap =0

1.1.1. Solutions générales de I’équation de Laplace

1.1.1.1. Théoréme d’unicité des solutions de I’équation de Poisson

Supposons qu’on connaisse le potentiel ¢ sur une surface S fermée délimitant un
volume V' ne contenant pas de charges. Si dans le volume V', on trouve une solution
de ’équation de Laplace qui satisfasse aux conditions aux limites sur S alors cette
solution est I'unique solution du probleme.

En effet, en utilisant I’équation de Laplace et le théoreme de Stockes, on a
/ cpﬁgp.dg = / 6(4,06(,0) &7 = / (cpAgo + (ﬁw)z)d?’F: / (690)2d317
s 1% v 1%

Supposons qu’on ait trouvé deux potentiels ¢, et ¢, satisfaisant aux conditions aux
limites sur S. On doit donc avoir quelque soient les conditions aux limites

o150 -5~ f (S

Or ¢ et o satisfont les mémes conditions aux limites donc ¢; — s = 0 en tout point
de la surface S. Il en découle que V (1 — ¢2) = 0 en tout point du volume délimité par
la surface S, i.e. les potentiels sont égaux a une constante pres.

1.1.1.2. Solution de I’équation de Laplace en coordonnées polaires

En coordonnées polaires, I’équation de Laplace s’écrit sous la forme

12(6_90)4_18%0

rar ar) Tizaee =0

La séparation des variables

90(1"7 0) = ¥r (T)QOG (9)



1. Equation de Laplace

conduit aux deux équations différentielles
r d dy 1 d%pe(6) 9
——|r—) = =k
or(r) dr \' dr

T p(8) e
ou le choix de signe de la constante est nécessaire pour que que la transformation
@ — 0+ 27 ne change pas la solution. Les conditions aux limites imposent généralement
la quantification de la constante k. Les solutions de ’équation de Laplace sont

or(r) = Cr* + Dr—*
0g(0) = Acoskf + Bsin kb

sik#0et

or(r) =G+ Hlnr
vo(0) = E+ F6

si k = 0 de sorte que la solution générale est

+oo
o(r,0) = 3 (An cos kn + By sinkyf) (Cor® + Dyr ) "
n=1 2

x (E+F0)(G+ Hlnr)

1.1.1.3. Solution de I’équation de Laplace en coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, I’équation de Laplace s’écrit sous la forme

1 0 [ ,0p 1 90 (. Op 1 8¢
r2 Or (T 8r> + r2sinf 06 (Smet%) * r2 sin? § 0¢? =0

La séparation des variables

90(7'7 0, d)) = @r (T)Wang (9: d’)

conduit aux trois équations différentielles

% <T2 dw;:r)) — I+ gr(r) =0

1 0 [ . ,0pang 1 a%ang
5in6 00 (Sme 06 )+ Sn’ 0 0g?

(3)

+ Ul + 1)pang(0,6) =0

La forme [(I + 1) avec [ entier positif ou nul du parametre de séparation est nécessaire
pour que I’équation de Laplace ait des solutions régulieres pour § = 0 et § = 7. La
solution générale de la premiere des équations (3) est

or(r) = Art + Br=t-1
Les variables de la seconde des équations différentielles (3) sont séparables sous la forme

Pang (07 d)) = ¢ (9)9005 (d))
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ce qui conduit a

(( Py 2
agr —

1 d (. ,dpg m?
a4 o 1) — —
Y sing 4 (Smg d6 ) * (l(l D sin29> vo =10

d dpyg m?
— (1 —u?) == 11 — =
\ﬁdu(( u)du)+((+1) 1—u2)(p9 0

ou on a posé u = cosf. La premiere des équations différentielles admet pour solution
©o(¢) = Ee"™? + Fe™™m?

ou m est un entier. Les solutions de la derniere des équations différentielles sont d’apres
(38) les polynomes de Legendre associés P/™(cos#). Les solutions de ’équation
de Laplace sont donc

l
<,0(7‘,9,¢) = Z Z Clm (Al’l“l + BlT_(l+1)) le(COS O)eim‘ﬁ (4)

I m=—I

en coordonnées sphériques. L’absence de divergence impose que B; = 0 si Porigine
appartient au domaine et A4; = 0 si I'infini en fait partie.
1.1.1.4. Solution de I’équation de Laplace en coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, ’équation de Laplace s’écrit sous la forme
10 0 1 02 0?
19 (\090) 10 O .
ror \ Or r2 06 0z

La séparation des variables

@(r,0,2) = @r(r)pe(8)p.(2)

conduit aux deux équations différentielles

(d dpr 2 9 2\ _
rdr(dr)+(kr n)_O
dez ©Lo
P,

\ dz? — K. =0

Si les constantes n et k sont réélles, les solutions linéairement indépendantes sont les
fonctions de Bessel J,(kr) et N,(kr). Les solutions de ’équation de Laplace sont
alors

((@r(r) = ApJn(kr) + By Nyp(kr), (k#0)
or(r) = Ar" + Br ", (k=0)

pg(0) = Cpcosnb + D, sinnf, (n #0)
<<.00(9):CO+D (n = 0)

0:(2) = Epe®* + Fre ™, (k #0)
(¢:(2) =Ez+F, (k=0)

4



1. Equation de Laplace

Si n = k = 0 alors le potentiel se réduit a
p(r,0,z) = (Alnr + B) (C8 + D) (Ez + F)

Si, pour des raisons physiques, la solution doit étre périodique sur ’axe Oz, k = ix doit
étre complexe et I’équation de Bessel modifiée

d <rd%) — (K’ +n*) =0

"dr

admet pour solutions les fonctions de Bessel modifiées I,(kr) et K, (kr).
1.1.2. Applications a des situations physiques

1.1.2.1. Potentiel et champ dans un condensateur diédrique

On considere deux plans infinis formant entre eux un angle a et maintenus a des
potentiels ¢ et s respectivement. On choisit axe (Oz) sur l'intersection des deux
plans et on utilise le systeme de coordonnées cylindriques. A I'intérieur du condensateur,
le potentiel est solution de I’équation de Laplace (5). Les deux plans étant inifinis, le
systéme est invariant par translation dans la direction (Oz) donc le potentiel ne dépend
pas de la coordonnée z. Le systeme est également invariant par changement d’échelle
r — br de sorte que le potentiel ne dépend pas de r. L’équation de Laplace (5) se réduit
alors a

1 d
ﬁde =0 & ¢@)=ab+D

En imposant les conditions aux limites ¢(0) = ¢1 et p(a) = 2, on obtient finalement

Le champ électrique est obtenu par dérivation :

_ ‘d> ldy — iy
FE = —gra (‘O:—;ﬁ'ug:—%?

1.1.2.2. Potentiel dans un condensateur en forme de U

On considére un condensateur en forme de U dans la direction (Ox), i.e. deux plans
semi-infinis y = 0 et y = L raccordés en z = 0 par une plaque. La surface située en
x = 0 est maintenue a un potentiel ¢y et les surfaces semi-infinies en y = 0 et y = L
a un potentiel nul. A l'intérieur du condensateur, le potentiel satisfait I’équation de
Laplace :

2 2 2
0% p 4 0%p n 0%p 0
ox? = Oy? 0z
L’invariance du dispositif sous une translation d’axe (Oz) impose que le potentiel ne
dépend pas de z. Par séparation des variables, i.e. en posant p(z,y) = @, (2)py(y),
I’équation de Laplace se réduit a

1 d?¢,
1 dp, 1 &2 0, dz?
— (‘02—— %y:a:Cste(:) v
. dz oy dy 1 d?p
— 4%y _
oy dy?
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Les deux équations différentielles (du second ordre & coefficients constants) admettent
pour solution générale

Pz (':L') = Acze\/az + Bae_\/aza ‘Py(y) = Caeﬁy + Dae_ﬁy

Notons que le signe de alpha n’étant pas connu a-priori, les solutions sont des fonctions
trigonométriques ou hyperboliques. La solution générale de I’équation de Laplace est
finalement

oz, y) = / [Aae‘/aﬂc + Bae_‘/am] [C’aeﬁy + Dae_ﬁy] da

En imposant la contrainte ¢(x,y = 0, z) = 0 quelque soit > 0, il vient
o(z,0) = / [Aae‘/‘_” + Bae—ﬁz] [Ca + Dolda =0 & Cy+ Dy =0

Par conséquent, l’expression du potentiel fait intervenir uniquement des fonctions
siny/ay si @ > 0 et sinhy/ay si @ < 0. En imposant & présent la contrainte
o(z,y = L,z) = 0 quelque soit x > 0, on arrive & la contrainte

2iC, sinv/aL, (a>0)

p(z,L) =0 = / [Aae‘/a’” + Bae_‘/a’”] X
2C, sinhvaL, (a<0)

Il n’existe pas de solution non-triviale, i.e. @ # 0 (¢ =0 = ¢ = 0), a la seconde

équation car sinh # ne s’annule que lorsque # = 0. En revanche, la premiere admet pour

solutions

sinyaL =0 & \/a:%

—nm

ou n € Z* (en effet les solutions n < 0 ne sont pas indépendantes car sin (=p%y) =
— sin (”L—”y) et ce changement de signe peut étre absorbé dans la constante. On arrive
a la forme générale

+oo
. nm _nm . nmw
ez, y) = 7; 2iCy, [Ane T + Bpe™ T %] sin (fy)

On doit nécessairement avoir A, = 0 car le potentiel ne peut diverger a l’infini, i.e.
infiniment loin de la plaque au potentiel ¢g. Il reste alors

= nm
p(z,y) = ) Ene” T 7 sin ()
n=1

ou on a posé E,, = 2iCy,B,,. Il reste a imposer la contrainte ¢(z = 0,y) = ¢o. En notant
que

L
/ sin (%y) sin (Ey)dy = g&l,p
0
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1. Equation de Laplace

on multiplie les deux membres de la contrainte par sin (pfwy) et on intégre sur y entre
Oet L :

L +o00 L
. /pm . nm . (b
oz =0,y) = < goo/o sin (fy)dy = ; En/o sin (Ty) sin (fy)dy

o L (IE)L—EOOE Ls
%o pﬂ-cos Ly O—n:1 n2 n,p
_Leo w2 L
= o (( 1) 1)—2Ep
— 490

On arrive a la conclusion que F si n est impair et zéro dans le cas contraire. Il

reste finalement

o(z,y) = il >

T
n=1,3,5,7,...

T onmw

e~ T %sin (%y)

S|+

1.1.2.3. Ligne chargée entre deux plans infinis a un potentiel nul

On considere deux plans infinis y = 0 et y = a maintenus a un potentiel électrique
nul. Entre ces deux plans, on place un fil infini dans la direction Oz passant par le point
x = 0 et y = d et portant une densité linéique de charge A. La distribution de charge
est invariante par translation suivant I’axe Oz donc le potentiel électrique ne dépend
pas de la coordonnée z.

1.1.2.3.1. Potentiel électrique créé par une ligne chargée

[’équation de Laplace s’écrit en coordonnées cartésiennes

%p(x,y) N ?o(x,y)
ox? Oy?

=0
En introduisant la séparation des variables

o(@,y) = pa (@) ey (y)
I’équation de Laplace se réduit a

1 d?p, _ 1 d?p, 2
0o (z) da? 0y(y) dy?

Le choix de signe de la constante est purement arbitraire. On peut montrer que le choix
—k? conduit & la méme solution. Les solutions de ces deux équations sont

vz () = Ce*® + De~ k=
¢y (y) = Asinky + B cos ky

Le potentiel s’annule sur les plans y = 0 et ¥y = a ce qui impose d’une part que B = 0 et
de I'autre la quantification de la constante k : k = n7.. De plus, on choisit par convention
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1.1. Résolution de I’équation de Laplace

d’annuler le potentiel & * — *oo ce qui impose D =0sixz < 0et C =0siz > 0. La
solution générale de I’équation de Laplace est par conséquent

(w(w,y)zzcne e sm( gy), (z < 0)

e(z,y) = Y dne "5 sin (ngy) , (>0)

\ n=1

La continuité du potentiel sur le plan x = 0 impose ¢, = d,, Vn car les fonctions
sinus forment une famille de fonctions orthogonales. La composante normale du champ
électrique est discontinue quand on traverse le plan z = 0 qui contient la ligne chargée.

A
E,(z — 0+,y) = Ey(x = 0—,y) + 5_5(*” —d)
0

& - (g—i) (z = 0+,y) = — (g—i) (= 0—,y) + %5(y—d)

& Zn cnsm(n y) Zn cnsm(n y)—i—%&(y—d)

n=1

or ¥ ™ A
& — Y ncysin (n—y) = —4§(y — d)
a 1 a €o

En multipliant les deux membres par sin (n' %y) et en intégrant sur [0;al, il vient pour
le membre de gauche

o1 <X @ T T o X a
— ncn/ sin (n—y) sin (n'—y) dy = — Z nep=0pn = n'mey
a 0 a a a 2

n=1 n=1
et pour le membre de droite
A [ A T
— ) d) sin (n ) dy = — sin (n’—d)
- (y —d) V) W= .
de sorte qu’il reste
A
Cp = sin (nzd)
nmep a
La solution du probleme est par conséquent
( 400
A 1 T = T
oz, y) = — — sin (n—d) e"a®sin (n—y) , (z<0)
Teg FA a a

A X1 T T
o(z,y) = — — sin (n—d) e "a%sin (n—y) , (z<0)
\ TEQ A a a

Le théoreme d’unicité montre que cette solution est unique.



1. Equation de Laplace

1.1.2.3.2. Champ électrique créé par une ligne chargée

Le champ électrique est obtenue par dérivation du potentiel :

( — g—i = —a—i\o :;Ojsin (ngd) sin (ngy) ena® \

+oo
- Tad)go = % = _ sin (nzd) cos (nﬁy) enat | (z<0)
Oy agg a a
Op

— ' = O
\ 0z )
L’expression pour x > 0 différe seulement par un signe — devant la composante E, et
dans les exponentielles.

1.2. Polarisation de la matiére

1.2.1. Théorie de Maxwell dans les milieux polarisables

1.2.1.1. Description microscopique de la polarisation

Un matériau possédant un moment dipolaire spontané ou 1ndu1t est dit diélectrique.|j
Au champ électrique appliqué Eex s’ajoute le champ généré Ep01 par le moment dipo-
laire macroscopique de la matiere :

E = Eex. + Epol. (6)

On définit le moment dipolaire total P d’une assemblée de dipoles {p;} par un processus
de moyenne spatiale sur de petites régions de '’espace (coarse-graining) :

P(7) = - &7 lZﬁﬂS(F" _7_"2')] GRS

ou f(u) une fonction maximale en 0 et qui décroit rapidement vers 0 lorsqu’on s’éloigne
de l'origine. La polarisation ainsi définie est continue. De la maniere, toutes les grandeurs
(E,p,...) dont il sera question dans la suite sont le résultat de ce processus de moyenne.

1.2.1.2. Charges de polarisation
A grande distance, le potentiel créé par un dipodle est

1 o (1 P
= Vo |- ) =
@(7) prme AL (r) pr——" (7)

Par conséquent, le potentiel créé par un diélectrique de moment dipolaire 13(77) est

1 = 1 —
ol. (7 7| t——== | P(MdF
¥pol. (T) 471'60/‘;V (”F—F’”) (IF) r

1 P 1 div P
— /div ﬂ &P — / ad (") 37
dmeg Jy || — ]| dmeg Jy ||[7 =7

1 / P(A).dS 1 /divﬁ(?)d3F

Ameo Jov [|F =7 dmeo Jy |IF - 7]

9



1.2. Polarisation de la matiére

ot on a utilisé (25) et le théoreme de Stockes. Le potentiel créé par le moment dipolaire
macroscopique P est donc équivalent a la distribution de charges de densité surfacique
et volumique

Opol. = Pﬁ, Ppol. = — div P (9)

Pour un diélectrique fini dont les surfaces sont chargées, le champ électrique total est
finalement dans la limite électrostatique

E(7) = — grad s
—
_ grm) (/ pex ) + ppOl-(r )d3,r.-" +/ MdS)
\% le

dmeol||F — || v 4meol|” — ||

P P.it
_ grm) (/ pex — div ( )dBFI +/ Oex. T+ anS)
o

47r60||r — ] v dne|[F — 7

1.2.1.3. Equations de Maxwell dans les diélectriques
En utilisant (6) et (9), ’équation de Maxwell-Gauss s’écrit dans un diélectrique

= div P
div B = Ptot. _ Pex.
€o €o o
On introduit le vecteur induction électrique
[j = 805 + ﬁ

de sorte qu’on peut préserver la forme de I’équation de Maxwell-Gauss :

div D = eqdiv E 4 div P = prot. — Ppol. = Pex. (13)

De maniere analogue aux conditions de passage du champ électrique, on a donc une
discontinuité de la composante normale de 'induction électrique proportionnelle a la
densité de charge excitatrice lors de la traversée d’une surface :

DY — D3 = 0ex. (14)

Le mouvement des charges de polarisation engendre un courant de densité jpo1. satis-
faisant la loi de conservation

.2 ppol.
le.]pol. + apto =0
L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit alors
— OF
rot B = p1o]cor. + Hoo -
a — —
= Mo]ex + Mo]pol + Ho 8t( - P) (15)
n oD
- UOJex Mo, ot

Les deux autres équations de Maxwell découlant de la définition des potentiels, elles
ne sont pas modifiées dans un diélectrique. Par conséquent, comme pour le champ
électrique, les composantes tangentielles de 'induction électrique sont continues lors de
la traversée d’une surface chargée si le champ magnétique ne présente pas de divergence
a la surface. En combinant cette proposition avec (14), il vient

Dy = Dy + 0ex T

10



1. Equation de Laplace

1.2.1.4. Diélectriques linéaires

Dans le cas particulier d’une polarisation linéaire avec les composantes du champ
électrique, on pose

3 3
D, =¢o Zaw,,E,, =& Z (6H,V + X;w)EV
v=1 v=1
ou ¢, est la permittivité relative du milieu diélectrique et x sa susceptibilité. Si le
diélectrique est isotrope, ces tenseurs sont proportionnels a I’identité et on peut écrire
D =eoE + P =¢gge, E = eo(1+ X)E

Dans le cas d’un diélélectrique isotrope, I’équation de Maxwell-Gauss (13) s’écrit

—

pex. = div D = div (aoarﬁ) = eoe, div E + e grade,.E
et se réduit dans le cas d’'un milieu homogene

diVE" _ Pex. __ Ptot.
E0Er €0

Il en découle I’équation de Poisson

Pex.
Agp = —Pex
(p 6067-

L’équation de Maxwell-Ampere (15) prend pour expression

o - oF
rot B = fiojex. + Hooer -

1.2.2. Exemples de calculs dans les milieux diélectriques

1.2.2.1. Polarisation d’un cylindre diélectrique par une ligne chargée

On considére un cylindre de constante diélectrique €,, de rayon R et d’axe de
révolution confondu avec Oz et une ligne de densité linéique de charge A parallele & Oz.
La distribution de charge est invariante par translation suivant Oz donc le potentiel
électrique ne dépend pas de la coordonnée z.

1.2.2.1.1. Potentiel électrique créé par la ligne chargée

Le potentiel électrique créé par une ligne chargée passant par ’origine est (voir les
cours de deuxiéme année)

Inr

A
9) = —

Dans le cas d’une ligne passant par le point 7y, la distance séparant le point 7 du fil est

R=|F-7oll = \/r2 + 73 — 27Ty = \/r2 + 13 — 2rrg cosf



1.2. Polarisation de la matiére

et donc dans le cas r < rg

0 1/2
InR=1In |7 <1+ (L) _ol cos@)
To To

Un développement analogue peut étre fait dans le cas r > ry en factorisant r. Il vient
le potentiel électrique créé par le fil chargé

[ ) Jio AN 6—1 (r <o)
27r60 2 n \ro cosn nro|, r To
p(r, ) = < iy (23)
A X1 o\ ™
| 2reo ,; - (7) cosnf — In r] , (r>mg)

1.2.2.1.2. Potentiel total

On ajoute au potentiel créé par le fil (23) la solution générale de 'équation de
Laplace (2) en coordonnées polaires correspondant au potentiel créé par le cylindre.

On a
+0o0

o(r,0) = Z (A, cos kn8 + By, sin k,,0) (Cnrk" + Dnr_k")
n=1

( by [+00 1 r\"
Smen Z - (E) cosnf — lnr()] , (r<mrg)

| n=1

+(E+ F6)(G+ Hlnr) 4

A X1 ryn
Z_(—) cosn9—lnr], (r > o)

n\r
\ [ n=1

La transformation § — 6 + 27 doit laisser le potentiel invariant. k,, doit donc étre un
entier et F' = 0. Dans le diélectrique, le potentiel ne peut pas diverger donc D,, = 0
alors qu’a Pextérieur, I’absence de divergence du potentiel impose C,, = 0. De plus, la
distribution de charge est invariante par la transformation § — —6 donc B,, = 0 pour
tout n. Enfin, le potentiel est fini dans la limite r — 400 donc H = 0. Il reste donc

'+°°1 r\"
= (—) cosnf —Inrg +2Anr” cosnfd + E, (r <R)

To

1 n
— (L) cosnf —Inrg + Z B,r "cosnfd+F, (R<r<Tmg)
n To -

>

1

A I

P(r,0) = 5o 9 >
n=1

+o0

2

1 To\™
- (e 9—1 Bor—"cosnf + F, (r>
n(r) cosn nr—i—; " cosnb + (r > o)

12



1. Equation de Laplace

La continuité du potentiel et de la composante normale de 'induction D sur le plan

r = R impose

p(r - R—,0) = p(r - R+,0)

(5), = ()
Er |\ = = | —
or r—R— or r— R+

On peut alors montrer qu’on a

( +o0 n
A 1/ A
— | — 6 —Inrg — 1
PR | r\" 2 R2\" A
Z — [(—) + (— - 1) (—) r‘"} cosnf — Inry,
o(r,0) = { 2me0 Zn [\7o Er o 2meq
(R<r<rg)
A & 1 ro\" 2 R2 " A
— I\ ——1){— " 6 — 1
\27T60;n [(r) +(€r ) <r0) T ]cosn e nr, (r>rmp)

A Pextérieur du cylindre, le potentiel est le méme que celui créé par un fil infini passant

par O et de densité lindique de charge \ (% — 1).

1.2.2.2. Polarisation d’une sphére diélectrique par une charge ponctuelle

On considére une sphere de centre O, de rayon R et de constante diélectrique &, et
une charge ponctuelle de charge ¢ situé au point 7y = rou,. La distribution de charge
est invariante par rotation d’axe Oz donc le potentiel ne dépend pas de ¢.

Le potentiel créé par la charge électrique s’écrit

N S
dreg||7 — |
_ q
47, /12 + 1% — 2rrg cosf

90(7') 6) =

( l
q T
— | P
Treare % (7"0) y(cosB), (r <o)
= 9
q To\!
oo 2 (5) Pitcost), > ro)

ou apparait la fonction génératrice (30) des polynomes de Legendre. On peut aussi

obtenir cette expression a partir des solutions (4) de I’équation de Laplace

en

coordonnées sphériques. L’indépendance du potentiel avec ¢ imposé par la symétrie

conduit a Cj,, = 0 pour tout m # 0. Pour identifier les constantes

CioA; et CioBy, on

se place en @ = 0 de sorte que ||¥— 75 || = |r — 70|. On doit alors distinguer le cas r < g

etr>rg.

Le potentiel créé par la sphere diélectrique satisfait également I’équation de
Laplace qui admet (4) pour solution en coordonnées sphériques. L’invariance sous

13



1.2. Polarisation de la matiére

la rotation d’angle ¢ impose que le potentiel ne dépende pas de ¢ et donc que Cy,,, = 0
pour tout m # 0. Rappelons que P"(x) = P(x) (§ 1.3.2.2.). La polarisation de la
sphere provoque une accumulation de charges de polarisation a sa surface de sorte que
la composante normale du champ électrique, et donc la dérivée du potentiel, y sont
discontinues. On doit donc distinguer les régimes r < R et r > R. Il reste

(

+0o0
ZElrlPl(cos 0), (r < R)

ore)=4¢

+oo
> Fr~VP(cos) (R<r)
\ /=0

ou on a posé E; = CjgA; et Fj = Cj9B,. La continuité du potentiel en r = R impose

Z E;R'Pi(cosf) = Z F, R~ Py (cos b)
1 1

En multipliant les deux membres par Py (cosf)sinf et en intégrant 6 de 0 a 2m, les
propriétés d’orthogonalité des polyndmes de Legendre (28) conduisent &

ElRl — Fle—(l—i-l) o F1l — EIRQH-l

Le potentiel total est de la forme

(

l T
q Z (L) Pl(cosﬁ) + lz ElTlPl(COS 9), (T‘ < R)
l =0

4:7'('607“0 To

47F€0T0 To

l +o00
o(r,0) = < 1 Z <L> Py(cosb) + ZElel"'lr_(l'H)B(cosG), (R<r <)
1=0

+oo
q T’ 241, —(I+1)
\ 47T€07‘Z(7'> P[(COSO)—i—gE}R r Py(cosb), (r>ro)

La continuité des composantes normales de I’induction D a la surface de la sphérer = R
impose

lim Dii= lim D.7i& lim ege,E.i = lim eoFE.7
r—R— r—Rt r—R— r—Rt

& lim —ege, graa Vi = TEIII%Jr —€0 graé V.n(24)

r—R—

. oV . oV
& lim ¢,— = lim —
r—R- or r—R+ Or

puisque le vecteur normal a la surface est 77 = 4,.. On a donc

q R -1 q R "
- - 1)E P,
Ep Zl: [47T€0l NeE +IER"™"| P/(cos0) EI: 47raol I (I+1)ER ) (cos 0)

14



1. Equation de Laplace

Comme dans le cas de la continuité du potentiel, on multiplie les deux membres par
Py (cos #) sin @ puis on intégre 6 de 0 & 27. 1l reste alors

[—1 [—1
Er < ¢ B +1E,Rl—1): B — (I+1)ER!

47‘(’60 ré'i_l 47‘(’80 ré_H
-1
1—1 q R
< (erl +1+1) EiR El(l —é&r) piF1
r—1
=4 E, =— 9 c

47r50ré+1 el +1+1

Le potentiel total est donc finalement

( +o0

l
q 20+ 1 r
— | B
47607“0 arl+l+1( ) )(cos @), (r <R)

l 20+1

T er—1 R
90(7“,9): 4q E (_) —1 : 1 pl+1
TEQTO . To Erl+l+17“07“+

q Z[(r—o)l—l er—1 R2l+1]]3l(c059), (r>ro)
1

| 4meor T erl +1+ 17l

P(cosf), (R<r<ry)

Dans la limite r — 400, le premier terme redonne le potentiel créé par une charge
ponctuelle et le second est dominé par la contribution du terme [ = 1 (le terme [ = 0
est nul),

q q —-1R?
o(r,0) —— cos 6
ritoo 4meo| |7 — 70| 471’507" Er + 2r2r

La sphere se comporte donc a grande distance comme un dipdle (7) de moment dipolaire

_ e —1\ R?
p=-t{;53) 7
La limite €, — +o00 correspond au cas d’une sphere métallique. Le potentiel se
réduit alors a

( q
47’(’807‘0

q Z T l_ R2+1
(,O(’f’,g) = 47'('807“0 ] To TéT‘H_l

q S {(T_O)l Iiljl} Pi(cosB), (r>ro)
I

\ dmegr r

, (r<R)

Pi(cosf), (R<rT <ro)

Hors de la sphere, on a donc

o(r,6) = 2 Z(’"—O)lmcose)—ZR/”’Z(RQ)Mcose)
l l

4megr r TEQT ror

On voit donc apparaitre dans le second terme le potentiel créé par les charges de
polarisation & la surface de la sphere et équivalent & une charge image —qR/r située
en R?/ryil,.

15



1.2. Polarisation de la matiére

1.2.2.3. Sphere diélectrique plongé dans un champ uniforme

On considére une sphere de centre O, de rayon R et de constante diélectrique &,
plongé dans un champ électrique uniforme Eex_ = Fex.U,. La distribution de charge est
invariante par rotation d’axe Oz donc le potentiel ne dépend pas de ¢. Le potentiel créé
par le champ électrique s’écrit

Eex = —graégo = Fex Uy & @(r,0) = —FEex.z2 = —FEex.rcosf

Le potentiel créé par la sphere diélectrique satisfait également ’équation de Laplace

qui admet (4) pour solution en coordonnées sphériques. L’invariance sous la rotation
d’angle ¢ impose que le potentiel ne dépende pas de ¢ et donc que Cj,, = 0 pour tout
m # 0. Rappelons que P (z) = P,(z) (§ 1.3.2.2.). La polarisation de la sphere provoque
une accumulation de charges de polarisation a sa surface de sorte que la composante
normale du champ électrique, et donc la dérivée du potentiel, y sont discontinues. On
doit donc distinguer les régimes r < R et r > R. 1l reste

( +oo
ZElrlPl(cos 0), (r < R)
1=0
p(r,0) = < Yoo
Z Fyr= Y Py (cos 8) (R<r)

\ [=0

ou on a posé E; = CjgA; et Fj = Cj9By. La continuité du potentiel en r = R impose
ZElRlPl(COSO ZFl (l“)Pl (cosB)
En multipliant les deux membres par Py (cosf)sinf et en intégrant 6 de 0 a 2w, les
propriétés d’orthogonalité des polynémes de Legendre (28) conduisent a
ElRl ER (14+1) o Fvl ElR2l+1

Le potentiel total est donc de la forme

¢ +oo

Z (=Eex.ré1,1 + Eir') Pi(cosf), (r < R)
1=0
(p(?", 0) =9 Yoo
Z (—Eex.rcsl,l + EleH'lr_(H'l)) Pi(cosf), (R<r)
\ /=0

ou on a utilisé fait que P;(cosf) = cosf. La continuité des composantes normales de
I'induction D (24) a la surface de la sphére r = R impose

+00 +oo
er Y (~Fex.011 + 1ER'™") Pi(cost) = Y (= Fex.011 — (I + 1)E;R'™") Py(cos6)
=0 =0

Comme dans le cas de la continuité du potentiel, on multiplie les deux membres par
Py (cos @) sin @ puis on intégre 6 de 0 & 27. 1l reste alors

-1 -1

Er (_Eex.al,l + lElRl_l) = _Eex.al,l o (l + 1)ElRl_1 & B = Fex. 5l ! l + [+1

16



1. Equation de Laplace

Seul le coefficient FE; = F,

est non nul de sorte qu’il reste

X. g, +2
FEex
» —ij_écos@, (r<R)
r,0) =
I er — 1 R?cosé

— Fex. 7 cost + Eeyx.

er+2 12

Le champ a l’intérieur de la sphere est donc uniforme et parallele au champ excitateur
Feox.. A Dextérieur, la sphere se comporte comme un dipdle de moment dipolaire

er—1_,
R
er+2

p = 4negFex.

1.3. Annexes

1.3.1. Géométrie différentielle

tot grad f = 0

diviot F =0

tot tot F' = graddiv F — AF

div(AAB) = B.tot A — A.tot B

div (fF) = fdivF + F. grad f (25)

tot (fF) = frot F — F A grad f
grad (A.B) = (AV) B+ (B.V) A+ B Afot A+ AAiot B

—

rot (AAB) = AdivB — (A.v B

divir=3

1.3.2. Quelques polynéomes orthogonaux

1.3.2.1. Polynomes de Legendre

Les polynomes de Legendre peuvent étre définis par la relation

1/2
1 dl 21/) 1 —2v
Pi(e) = g o (@ 2!Zu'l—y T2 (26)

Ils ont donc méme parité que [. Les premiers polynomes de Legendre sont
1
P(@)=1,  P@)=z, P@)=50"-1), P)=5(2"-3)

17



1.3. Annexes

On peut montrer qu’on a également I’expression

Pl(ars):l/(;T (m+ w2—1cos<p)ldgo (27)

™

En utilisant la formule de Rodriguez (26), on obtient la relation d’orthogonalisation

1
2
/_lpl(x)pl, ()de = 5= 0 (28)

On a également
[ee]
> @+ 1)P(2)P(a') = 20(z — ')
1=0
L’équation différentielle dont les polynémes de Legendre sont solutions est
(1—2*)P/'(z) — 22P/(z) + (I + 1)P)(z) =0

& 1—2?)P/(z)) + (1 + 1)P(z) =0

dr (¢
La fonction génératrice des polynomes de Legendre est

1 R

Vi ;Pz(ﬂ:)tl (30)

G(z,t) =

pour tout |t| < 1 et |z| < 1. En dérivant cette expression par rapport a t et en identifiant
les puissances de t, on obtient la relation de récurrence

2+ DaP(x) = (I + 1) Py () + 1P (2) (31)
En posant z = 1, on montre que P;(1) = 1. De méme, on a

1.35.7...(2p+ 1)

Pop1(0) =0 Py (0) = (=1)? 27!

En dérivant D'expression de la fonction génératrice G(x,t) par rapport a = et en
identifiant les termes en t/*1, il vient

Pi(z) = P, (z) — 22P/(z) + P_,(x) 1>1 (33)
En dérivant la relation (31) et en utilisant (33), on a

{lPl(:r) +P_(z) —xzP/(x) =0 1>1
Ply(z) =2P(z) +(+1)F(x) 1>0

En intégrant la premieére des relations (34), on obtient

/0 P,(z)dx = b0 o (34)




1. Equation de Laplace
On montre également qu’on a
Pl (x) = P (2) = (21 + 1) P() (35)

d’ou l’expression équivalente & (35)

1
P_1(0) — P41(0)
P(x)dx = [>1
/0 z) 2 +1

En utilisant la relation de Rodriguez (26), on montre qu’on a

1 1
Ps,_1(0)
Py(x)dr =1 /P 2)der = —L——2 =90
| P [ Puyfa)aa = 0

1
— P, (0) _ (=1)P
/0 Popra(@)de = 2p 42 2p+i(p+1)!

1.3.2.2. Polynoémes de Legendre associés

Les polynoémes de Legendre associés P/"(x) sont les solutions de ’équation
différentielle

m2

(=) P @) ~20P 7@+ (104D~ {7 ) AM@ =0 (a9

Les premiers polynémes de Legendre associés sont
=V1-22, Pj(z)=3zV1—-22, Pjx)=31-2%), Pix)=15z(1-27
Ils satisfont la relation d’othogonalité

" pmi 2 (L+m)
/_1Pl ()P (x)dx = ST (l_m)!(sul

pour tout [,I’ > m ainsi que

Z2l+1> (P @) B ') = 28(a = o)

=

Ils sont reliés aux dérivées des polynémes de Legendre par la relation

@) = (1 -2

S Pi)

Notons qu’on ajoute parfois un facteur (—1)™ & cette définition. De manieére analogue
a (27), on a

| [7 !
P (z) = (—l)m/QM/ (w + V% — 1cos go) cos mpdp
lr 0
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1.3. Annexes

Leur fonction génératrice est

1 +oo I
G(z,t,u) = = P (x)thu™
V12t (@ +uyT—a?) + 12 gr;

Par dérivation, on peut montrer les relations de récurrence

= @)+ U+ 1) = m(m — 1) P (@) =0

V1—a2P (@) = (1 - 2*) P} (2) + ma P ()

(21 + )zP™(z) = (1 +m)P™ (@) + (1 + 1 = m) P}, (v)
aP"(x) = Py (2) — (1 +1—m)V1— 2P (2)

PRy (z) — PPy (2) = (20 + )P V1 — a2

le—i—l (.’II) _

1.3.2.3. Fonctions de Bessel et de Hankel

Les fonctions de Bessel J,(z) et de Hankel H,(x) satisfont la méme équation
différentielle :

22 J(z) + zJ! (z) + (2% — n?)J,(z) =0
Leur fonction génératrice est

+oo

Z JIn(ax) (z)n = e%(s_aT)

n=—oo

Notons qu’on a la relation
J_n(z) = (=1)"Jn(z)

Elles satisfont les relations d’orthogonalité

+00 1
| adutaa)1u(Bo)de = Z(lal - 13)

Si a et B sont des racines de I’équation J,(ax) = 0 alors on a aussi

2

/0 " () I (Br)da = O (nt1(00))* b

Fonctions de Bessel et de Hankel satisfont les relations de récurrence

d n — n
(@ n(@)) = 2" (@)

Taa (&) + Jus1(2) = - Jo(e)

@) = Tumr (@) = ZJn(@) = = Jn(@) = Juta () = % (Jno1(2) = Jnta ()

20



1. Equation de Laplace

Les fonctions de Bessel ont pour expression
+0o0
o= e 2
n(@) ,;0 kl(k +n)! \2

1 T\" 2
R Bed —(n+1) jt—z= /4t
2T (2) %t € dt

= l/ cos(nf — x sin 6)df
0

o
Les fonctions de Hankel sont reliées aux fonctions de Bessel par les relations

1

HD(@) = —— (e Jo(z) — J_a())

sin nw

HP(2) = ———

sinnm

(€™ Ty (z) — J_pn())
et donc

Ta(a) = 5 (H (@) + HP @)
Ton(@) = ¢ (" HD (@) + e HY) (7))
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