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PREMIERE PARTIE
CRISTALLOGRAPHIE GEOMETRIQUE

Cette premicre partie se divise en cinq chapitres :
e Le chapitre 1 donne quelques généralités sur 1'état cristallin.

e Le chapitre 2 est consacré aux calculs dans les réseaux : métrique d'un réseau,
produit scalaire, produit vectoriel, volume de maille, plan réticulaire, réseau
réciproque et changement de repére.

e Le chapitre 3 traite de la symétrie d'orientation associée a ces différents
réseaux. Nous démontrerons l'existence de 32 groupes de symétrie ponctuels
(symétrie macroscopique).

e Le chapitre 4 démontre I'existence des 14 modes de réseau de Bravais.

e Le cinquiéme chapitre décrit le cristal microscopique en tenant compte des
propriétés, des opérations, translations et rotations compatibles avec le réseau :
la symétrie de position. Les groupes d'atomes (unité asymétrique) du cristal se
répetent identiques a eux-mémes par le jeu de nouveaux opérateurs de
symétrie, dite de position, produits d'opération rotation et translation.

e Le sixiéme chapitre est une introduction a I'étude des cristaux imparfaits,
cristaux incommensurables et quasi-cristaux.

CHAPITRE 1 : GENERALITES SUR L'ETAT CRISTALLIN

I- FACES NATURELLES D'UN CRISTAL, ELEMENTS DE SYMETRIE ET FORMES
CRISTALLINES

La figure 1.1 représente un cristal d'olivine idéalisé : celui-ci posséde un certain nombre
de faces naturelles que 1'on peut grouper en familles ou formes cristallines : ainsi, certaines
faces telles que la facette (1) se retrouvent, huit fois identiques a elles-mémes sur le cristal ;
ces faces se déduisent les unes des autres par des opérations de symétrie, appelées opérations
de symétrie ponctuelles. Ainsi, (1') se déduit de (1) par une opération dite miroir (m,), (1") de
(1) par le miroir m,..., (1'"") par une opération de symétrie binaire, rotation de 180° autour de
I'axe A,... Si nous dénombrions le nombre d'opérations de symétrie existant pour décrire la
morphologie du cristal, nous en trouverions huit, dont I'opérateur identité, permettant a la face
(1) de se retrouver 8 fois identique a elle-méme. Remarquons que certaines faces dont les
normales, issues du centre du cristal, sont confondues avec un axe binaire ou appartiennent a
un miroir, ne sont pas répétées par ces opérateurs : ainsi, (2) ayant sa normale dans le miroir,
n'est reproduite que quatre fois pour donner une forme appelée prisme, tandis que (3) ou (4)
dont les normales sont confondues avec des axes binaires, qui comme nous pouvons le
remarquer sont l'intersection de deux miroirs, ne se reproduisent que deux fois : cette forme
est appelée pinacoide. L'existence et la multiplicité des formes cristallines est liée a la
symétrie du cristal. La morphologie est la premicre propriété physique du cristal liée a la
symétrie.
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Figure 1.1: Habitus d'un cristal d'olivine ; les éléments de symétrie miroir m1, m2, m3 et
axes binaires ( ————— -4) sont représentés sur la figure.

Par ailleurs, un autre cristal d'olivine, cristallisé dans des conditions presque identiques,
peut avoir un développement de faces différent. Cependant, on retrouvera toujours les mémes
angles entre normales aux faces ; ces angles se mesurent a l'aide d'un goniométre optique
(voir Annexe 1). Il en résulte que si on trace a partir du centre du cristal I'ensemble des
normales aux faces, les directions de ce faisceau de droites forment un invariant (Romé de
I'Isle, 1722). Cette observation démontre le caractére anisotrope du cristal, les directions des
normales étant des directions privilégiées.

I1- REPRESENTATION GEOMETRIQUE D'UN CRISTAL : PROJECTION STEREOGRAPHIQUE
1. Projection sphérique

On représente le cristal par un faisceau de normales aux faces naturelles dont l'origine
commune est le centre du cristal (figure 1.2(a)).
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Figure 1.2(a) : Faisceau de normales aux faces d'un cristal (b) Projection sphérique d'un
cristal

Placons alors le cristal au centre d'une sphere de rayon r quelconque et appelons A, B,
C...F les intersections des normales aux faces du cristal avec la sphére. Ces points sont
appelés projections sphériques des normales.

2. Définition de la projection stéréographique

La projection sphérique du cristal est une représentation tridimentionnelle donc
compliquée a mettre en oeuvre ; il est préférable d'utiliser une représentation a deux
dimensions conservant les relations angulaires existant entre les normales ; c'est la projection
stéréographique, représentation déja connue par les grecs au deuxiéme si¢cle avant J.C. et
utilisée en cristallographie au XIXe siécle par Neumann et Miller. La figure 1.3 donne le
principe de cette projection : le cristal est centré en O, centre de la sphére. Appelons N et S

respectivement les pdles nord et sud et considérons une normale B issue du centre O et
interceptant la sphere en P dans 1'hemisphére nord : le point P est la projection sphérique de

B. Relions P appartenant a 1'hemispheére nord au pole sud S. La droite PS coupe le plan

équatorial m en p, projection stéréographique de P. Ainsi, comme l'indique la figure 14, un
faisceau de normales interceptant 1'hemisphere nord en A, B, C...F aura pour projection
stéréographique les points a, b, c...f.



Figure 1.4 : Projection stéréographique d'un faisceau de normales (fig. 1.2)

Il faut remarquer que les points a, b, c...f sont aussi les projections stéréographiques de
A', B', C'..F' images de A, B, C...F par rapport au plan n. Pour différencier ces points, nous
utilisons la convention suivante (figure 1.5(a)).
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Figure 1.5 : Convention

Tout point représenté par une croix (X) provient d'un pole appartenant a I'hemisphere
nord (A sur la figure). Tout point représenté par un rond (o) est la projection stéréographique
d'un point de 1'hemispheére sud (B sur la figure). La projection stéréographique de ISa est
représentée sur la figure 1.5b ou le cercle en pointillé représente le cercle équatorial : la croix

est la projection de A et le rond (O) celle de B ; une normale ¢ appartenant au plan p de
projection coupe la sphére dans le plan équatorial et sa projection ¢ appartient au périmetre
du cercle de projection. Nous pouvons donc la représenter indifféremment par une croix ou
un rond.

3. Propriétés de la projection stéréographique

La figure 1.6 est une coupe de la sphere perpendiculairement au plan équatorial et
passant par une normale B dont les projections sphériques et stéréographiques sont

respectivement P et p. Si 0 est I'angle formé par la normale P avec la droite ON, alors :
Op=rtg6/2

L'angle 0 sera donc mesuré par la longueur Op et les coordonnées sphériques (r, 0, )
du point P sont donc parfaitement déterminées des l'instant ou nous choisirons sur le plan de
projection un axe d'origine des ¢ (voir exercice 1.1). La projection stéréographique conserve
donc les angles.

P

o2/ S=r lang&)/ﬁ

Figure 1.6 : Relations angulaires
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De plus, on a: Sp T cos(0/2)  cos(0/2)
SN 2r
SP ~cos(0/2)  cos(6/2)
==> Spx SP =2r2 = constante

La transformation est donc une inversion de centre S et de puissance 2R2.

I11-CLIVAGE DES CRISTAUX, PREMIERE DEFINITION DE L'UNITE DE REPETITION
ELEMENTAIRE

Certains cristaux comme la calcite (CaCO;) ont la propriété de se séparer en plusieurs
autres par glissement facile de plans cristallins les uns par rapport aux autres ; ce phénomene
est appelé clivage. Ainsi, la calcite posséde trois directions de clivage paralleles aux faces
d'un rhomboédre (polyédre obtenu par étirement ou compression suivant la diagonale
d'espace d'un cube). Cette opération de clivage peut se reproduire de nombreuses fois pour
aboutir a des cristaux trés petits mais possédant toujours les mémes formes. Hauy, en 1784,
propose que tout cristal peut étre construit par translation périodique dans les trois directions
d'espace d'une unité ¢lémentaire (parallélépipédique) appelée unité de répétition ou maille
éléementaire. Ce caractere de répétition périodique par translation est une des propriétés les
plus importantes des cristaux ; un exemple de construction est donné figure 1.7.
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Figure 1.7 : Construction d'un cristal par répétition périodique d'une maille élémentaire
IV- DEFINITION DU CRISTAL

Les translations de maille dans les trois directions de l'espace vont donc définir un
réseau triplement périodique et le cristal est donc la convolution de cette fonction réseau par
une fonction motif élémentaire :

CRISTAL = RESEAU ® MOTIF

A titre d'exemple, la figure 1.8(a) représente la structure du quartz o en projection sur
un plan défini par les vecteurs @ et b; on reconnait le tétraddre SiO, se répétant analogue a
lui-méme, suivant les deux périodes 7 et b.

Cet ensemble @ et b forme une base élémentaire au sens mathématique du terme
permettant de générer un réseau bidimensionnel (figure 1.8(b)). La maille du cristal

tridimensionnel sera ensuite obtenue par l'adjunction d'un troisiéme vecteur ¢ linéairement



indépendant de @ et b et respectant les conditions de symétrie et de périodicité d'espace du
p p y p p

quartz o.

Figure 1.8(a): Projection de la structure du quartz o b) et réseau @ et b






CHAPITRE 2 : CALCULS DANS LES RESEAUX
I- RESEAU UNIDIMENSIONNEL

Un réseau unidimensionnel est un ensemble de points équidistants, appelés nceuds du
réseau, de méme nature et appartenant a une doite. L'ensemble est infini, il y a donc une
infinité de nceuds. La droite définissant la direction du réseau est appelée rangée et le module
du plus petit vecteur non nul du réseau |3 | estle paramétre du réseau.

Compte tenu du caractere infini du réseau, le choix de l'origine est arbitraire ; on
prendra l'origine O sur un nceud quelconque. Ainsi, tout nceud du réseau sera défini par :

- -
n=ua
avec u entier positif, négatif ou nul.

Remarque : Un nceud est un étre mathématique, ce n'est pas un atome.
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Figure 2.1 : Réseau a une dimension
I1- RESEAU BIDIMENSIONNEL

Un tel réseau pourra étre utilisé pour décrire la surface d'un matériau cristallin. Un
réseau bidimensionnel est 'association de deux familles de rangées paralléles et équidistantes.
Leurs intersections donnent les nceuds du réseau. Ce réseau est infini et nous choisirons
l'origine sur un nceud quelconque du réseau (figure 2.2).

Nous définirons la base du réseau bidimensionnel ou maille élémentaire par

l'association des deux plus petits vecteurs @, B du réseau, non nuls et non colinéaires (figure
I12). Ces deux vecteurs définissent la métrique de 'espace a deux dimensions que décrit le
réseau.

|2 | et |81 sont les paramétres du réseau. En général, B n'est pas perpendiculaire a @
et I'angle (@, B) est appelé y.
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Figure 2.2 : Réseau bidimensionnel
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Tout nceud Q du réseau plan s'écrira : OQ = u @ + v B avec u et v entiers positifs,

négatifs ou nuls.
1. Propriétés des rangees

On appelle rangée toute droite passant par deux nceuds quelconques ; toute rangée
posseéde une rangée qui lui est parallele et passant par n'importe quel nceud du réseau.

Le paramétre p d'une rangée est un nombre mesurant sur cette rangée la distance entre
deux nceuds consécutifs. Parmi 1'ensemble des rangées paralléles, il en est une qui passe par
l'origine O et le paramétre de la rangée sera donc la distance de O au premier nceud P de la
rangée (figure 2.2).

OP=ua +vB
|oP| = ud+vB| = || =p

La rangée sera alors notée [u,v]. Ainsi, la rangée OP (figure I12) est une rangée [2,1],
celle passant par les nceuds O et Q de coordonnées respectives (0,0) et (3,3) est une rangée
[1,1] puisque le premier nceud de la rangée a pour coordonnées Q, = [1,1], la rangée passant
par P et S de coordonnées respectives (2,1) et (-2,+3) est une rangée [-2,1].

Remarques :

e [u,v] est un couple de nombres entiers premiers entre eux : en effet, si u et v ne sont
pas premiers entre eux, alors il existerait un entier m tel que :

u=mu' etv=mv'
==> p=ua+vB=m(u'd+vD)

si bien que le nceud de coordonnées u,v serait le me noeud de la rangée et non pas le
premier comme l'impose la définition du parametre.

e u et v ne sont pas les coefficients décrivant I'équation de la rangée : celle-ci s'écrit
dans un espace a deux dimensions :

hx + ky =t avec h et k entiers puisque tout nceud de la rangée [u,v] est solution
Si la rangée passe par l'origine, I'équation devient alors :

hx +ky =0
Si le nceud [u,v] appartient a la droite hx + ky = 0, alors x et y prennent
respectivement les valeurs u et v, si bien que nous avons : hu + kv = 0, relation
liant I'équation a la notation de la rangée.
h et k seront aussi choisis entiers premiers entre eux. Toute rangée parallele aura
donc pour équation : hx + ky =t avec t entier puisque h et k sont des entiers et que

X,y peuvent étre les coordonnées d'un neeud.

La rangée hx + ky =t intercepte les axes de base du réseau en :

poura (y=0)==> hx=t ==> x=th
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pourB  (x=0)==> ky=t ==> y=tk

Les composantes X,y de l'intersection de la famille de droites hx + ky =t avec les axes
de base sont donc :

-t -t+1 3-2-1 12 t
{X} = eeeenes h, h yeneees 5 F, F, - 0, H’ H ...... H ......

bl 32 12t
{y} = oo TR Rl Uk

Les intervalles Ax, Ay entre intersections successives sur les deux axes @,B étant

. 11 . . A .
constants et égaux respectivement a hetio il en résulte qu'il y a équidistance entre rangées de

méme indice.

Remarque : Ax, Ay sont des nombres sans dimension tout comme les {x} et {y} représentant
les composantes sur a et B des intersections de la droite hx + ky = t. Comme les repéres ne
sont pas normés, alors les distances d, et d, correspondantes seront obtenues en multipliant

respectivement x et y par a et b. Les paramétres a et b sont généralement exprimés en
Angstroem (1 A = 10-9m).

d, = x a
db =Yy b
) T 1
A sans A

dimension

Exemple : Quelle est la famille de rangée [u,v] d'équation : 3x + y = t avec t entier
quelconque ?

Remarquons tout d'abord que les parameétres h et k de cette équation sont des entiers
premiers entre eux et donc que cette équation est une équation de rangée.

La rangée de la famille passant par l'origine s'écrira : 3x +y = 0 et tout nceud [u,v] de
cette rangée vérifiera 1'équation : 3u+v=0

Les couples [-1,+3] et [1,-3] sont des couples d'entiers premiers entre eux vérifiant
'équation ci-dessus. La rangée pourra s'appeler indifféremment [1,-3] ou [-1,+3] puisque
seule la direction, et non le sens, intervient dans la définition.

La figure 2.3 représente une partie de la famille de rangées [-1,3] (-3 <t < 3). Chaque

-

rangée se deduit de la rangée précédente par une translation de 3 ou encore de B puisque les

intersections avec 4@ et B de la rangée d'équation 3x +y =t sont d, = t; (A) etd, =tb (A).
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Figure 2.3 : Famille de rangées [1,-3] d'équation 3x +y = t dans le repére oblique a,B, y

2. Propriétés de la maille élementaire ou maille simple
a. Multiplicité de la maille

Une maille du réseau est un parallélogramme bati sur deux rangées non parall¢les du
réseau. La maille batie sur les deux plus petits vecteurs d,B, non nuls et non colinéaires du

réseau s'appelle maille élémentaire et sa surface S =3 A B est la surface du plus petit
parallélogramme bati sur quatre nceuds du réseau.

Il existe une infinité de telles surfaces donc de mailles élémentaires : cherchons les

oy — —> ’ . r1z . — —>
conditions pour que deux vecteurs n; et n, du réseau forment une maille élémentaire : n; et n,
s'expriment dans la maille &, :

- -

n=ua+v,B .
5> u;, vy, Uy, V, entiers € Z
L=wa+v,B

S =i, Any=[u, d+v,B]A[u,3a+v,B]
=y v,aAb +uv,Bad
=[d AB] [u; v, -1, vi]

u; vy
U, v,

aAB=mS$S

La quantité m, déterminant bati sur les rangées [u, v,] et [u, v,] est un nombre entier
puisque u,, v, U,, v, sont entiers : c'est la multiplicité de la maille :



13

e sim = +1, la maille batie sur n} n, est une maille élémentaire directe ou droite : on
dit aussi maille simple

e sim= -1, la maille est élémentaire mais gauche ou inverse

e si |m|> 1, la maille est multiple d'ordre m, directe ou inverse suivant le signe de m

Une maille élémentaire contient un seul nceud puisque chaque nceud définissant la
maille est commun a quatre mailles et compte donc pour 1/4 (figure 2.4(a)).

b. Comptage de nceuds dans la maille

De nombreux types de mailles peuvent se présenter. Certaines sont représentées sur la
figure 2.4(a) : soit le nceud se trouve a l'intérieur de la maille, il appartient donc a une seule
maille et comptera lors de la numérotation des nceuds pour 1, soit le nceud appartient a 1 coté
de la maille, il est donc commun a deux mailles, il comptera donc pour 1/2. Ainsi, les mailles
a, b, c de la figure 2.4 possedent respectivement 1, 2 et 4 nceuds.

// // // // // // _//
A :@/

n=4x

=

Figure 2.4 : Comptage des nceuds dans une maille & deux dimensions

La maille a) est donc une maille ¢lémentaire, la maille b), multiple d'ordre 2 est appelée
maille centrée et la maille c) est multiple d'ordre 4.

, —-> .y . = = 1 .
c. Tout vecteur du réseau p exprimé sur une maille n; n, élémentaire a des composantes
entieres

—> -
, n=ua+tv,B v,

En effet, soient _, N avec =1
mL=ua+v,B u, Va

Tout neeud p défini par p s'écrira dans la base n), nj :

p =—am+Bn
=ofu d+v,B]+B[u,ad+v,B]
=3 [au +Bu]+B[ov,+8BVv,]

=ta +q B avec t et q entiers puisque P est un nceud du réseau

Les valeurs o, seront donc données par le systeéme d'équations linéaires suivant :
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oau, +Bu,=t
av,+Bv,=q

Les racines o, sont nécessairement enti¢res puisque le déterminant u, v, - u, v, est un
entier égal a + 1 et que t et q sont entiers par hypothese.

4. Calculs dans les réseaux bidimensionnels. Définition du tenseur métrique

a. Coordonnées fractionnaires

Considérons un réseau bati sur la maille élémentaire d,B (figure 2.5) et un point
quelconque A a l'intérieur de la maille ; ce point pourrait représenter les coordonnées d'un
atome.

Figure 2.5 : Coordonnées fractionnaires dans une maille a deux dimensions

Ayant choisi une origine O sur le réseau, on aura :

Le couple de nombres entiers u,v représente la translation de réseau et équivaut a
choisir une nouvelle origine O'. Les nombres réels x; et y, sont appelés coordonnées
fractionnaires du point A et ont des valeurs généralement comprises entre -1 et +1 (-1 <x <1 ;
-1 <y <1). Ces nombres sont sans dimension.

La connaissance de x,y et celle de @,B permet donc de construire I'ensemble des points
ou atomes équivalents par translation et définit parfaitement le «cristal» bidimensionnel.

b. Calcul de distances dans un réseau plan quelconque : tenseur métrique

Soient deux points A, et A, définis par :

VIZOTAIZX1§+yIB} R
N N XiX5Y1,Y2 € |
V,=0'A,=x,8+y,B HaiYa
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La distance |A1A2 | sera obtenue ainsi :

S | R
AA, =A0'+0A, =(X-x)d+(y2-y1) B
=Axa+AybB

|AA, |2 =AA, . AA, =[Ax@+AyB].[Ax 7 + Ay B]
= (Ax)? 4.4 + (Ay)? B.B +2 AxAy d4.B

puisque le produit scalaire est commutatif.

Le systéme a,B n'étant pas orthonormé, on a :

donc AA, 2= (Ax)? a2 + (Ay)? b2 + 2A x Ay ab cosy

c. Tenseur métrique

r < .
Représentons les composantes x,y d'un vecteur V par la matrice colonne :

X
V = [y} a laquelle est associée la matrice ligne transposée de V

Vo =[xy]

Le tenseur métrique g est défini par la matrice symétrique :

z{ a 38} =|:g11 ng}
g b BB g 8»

o) @)

alors :

Sl

a.b|[x
B } [y} = x2a? + y?b? + 2xy ab cosy

oy )

ST 1A

7V=w=kﬂ{
:‘EVgV

Le tenseur métrique détermine, comme l'indique son nom, la métrique du réseau et
toute mesure sera nécessairement exprimée en fonction de ce tenseur.

Remarques : L'expression du produit scalaire n'est pas celle obtenue lorsque les vecteurs
sont exprimés dans des bases orthonormées :

ard ,
- Dans une base 1 j orthonormée :



A x
alors : V.V, = [x,y4] E:; gﬂ[ 2]

=V, gvzz V, g V= |\71| |V2| Cos (vla\_)/Z)

d'ou la possibilité de calculer 1'angle entre les deux vecteurs.

I11- RESEAUX TRIDIMENSIONNELS

C'est une généralisation de la notion précédente : un réseau tridimensionnel est utilisé
pour décrire le cristal parfait.

1. Définitions

Un réseau tridimensionnel est représenté par une famille de réseaux plans équidistants.
L'origine du réseau sera prise sur un nceud quelconque du réseau puisque celui-ci est infini.
Tout parallélépipede bati sur trois vecteurs du réseau non coplanaires est appelé maille.

La maille élémentaire du réseau est un parallé¢lépipéde bati sur les trois plus petits
vecteurs du réseau non nuls et non coplanaires @,8,¢ (figure 2.6) formant un triédre direct. La
maille est déterminée par la connaissance de six parametres : a = |3 | ,b= |8 | ,C= |2 ,
(d,B) =7, (B,d) =a, (¢,a) = B.

a Y

Figure 2.6 : Maille élémentaire a,8,¢, o, B, v
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Tout neeud du réseau sera défini par 8 =u d + v B +w ¢ ol u, v, w sont des entiers
positifs négatifs ou nuls.

Tout plan passant par trois nceuds du réseau est appel€ plan reticulaire.
2. Rangeées du réseau tridimensionnel
La période ou parametre d'une rangée [u,v,w] est définie comme pour un réseau a deux

dimensions : c'est la distance séparant deux nceuds consécutifs de la rangée; elle est mesurée
par :

n=|dl=lud+vB+w2]
u, v, w sont les composantes du premier noeud apres l'origine sur la rangée [u,v,w] passant par
l'origine ; u, v, w sont des entiers premiers entre eux, représentant les composantes de la

période de translation de la rangée.

3. Tenseur métrique

Si d, B, ¢ sont les trois vecteurs de base du réseau, définissant donc une maille
¢lémentaire, le tenseur métrique g s'écrit :

d.d 48 d.c g1 812 L3
g= a.b BB B.C (=81 L» £:
" lgg Be ¢gl L& 8w 8w

C'est un tenseur de rang 2 symétrique. Le produit scalaire de deux vecteurs :

X Xs
V.=|" V,9Y2
- Z, - Z,

s'écrira :

vl-vzz(xl d+y; B+z ).(x,d+y,B+27<)
=xX; a2 tyy, b2 +2zz, ¢+ a.B [X1y> T yixo] + B.¢ [yiz> + z1y,] + cd [2,X; + X,2,]
=X1Xo €1 T Y1Y2 €0 T 2125 €3 T g1 (XiYa T YiXo) + €03 (V122 T Z1Y)) T €13 (21X; +X12y)

soit en écriture matricielle :
R
ViV,=V, gV, =V, gV, 1

Cette représentation matricielle est particulierement intéressante pour le calcul

numérique sur ordinateur puisque le produit scalaire est effectué¢ en calculant deux produits
matriciels.

Exercice d'application 2.1 : Calcul de distances et angles interatomiques

Le phosphate d'arginine monohydrat¢ (LAP) cristallise dans une maille (appelée
monoclinique) avec les paramétres suivants a = 7.319 A ; b= 7912 A ; ¢ = 10.779 A ;
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o =90° B =98.05° v =90°; les coordonnées fractionnaires des atomes non hydrogene du
groupe phosphate (H,PO,") sont les suivantes :

X y z

P 0.177967 0.75 -0.011042
0O, 0.008595 0.842480 0.017562
0O, 0.353330 0.850097 0.011949
0O, 0.133387 0.696322 -0.15408
O, 0.209702 0.582478 0.065577

Calculer les distances P-O,, P-O,, P-O;, P-O, et les angles O-P-O.
En déduire quels sont les atomes d'oxygene liés aux hydrogeénes du groupe H,PO,.

e (Calcul des distances

2 .
Les composantes Ax;, Ay;, Az; des vecteurs PO ; sont les suivantes :

O AXx; Ay; Az,
P—(’)l -0.169372 +0.092480 +0.028604
P_Oz +0.175363 +0.100097 +0.022991
P_()3 -0.044580 -0.053678 +0.143046
P_O4 +0.031735 -0.167522 +0.076619

Le produit scalaire PO,.PO; donnera la distance de liaison tandis qu'un produit de

type P_Oi.P_f)j permet de calculer l'angle Oi P Oj.
Pour calculer les produits scalaires, on peut utiliser deux méthodes, soit la formule
1 ou un calcul direct.

e Formule!l: P_())l.P_())1 =PO,?

AX, aZ 0 accosB
= [Axl Ay, AZl] [g]| A1 |avec [g] = 0 b 0
Az, ~ accosi o c?

Soit en remplagant : PO, = 1.508 A

e Calcul direct :

PO,2= P_())I.P_())l = (Ax, a+ Ay, b+ Az, ?f).(AXl a+ Ay, b+ Az, 8)
= a(Ax,)? + bX(Ay,)? + c2(Az,)* + 2ac cosB (Ax, Az))

puisque b est perpendiculaire a a et C.
soit PO, = 1.508 A

De méme, on trouve : PO, = 1.499 A PO, =1.589 A PO, =1.562 A
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Il est évident que la formule ! est une formule générale a utiliser systématiquement
dans des calculs numériques sur ordinateur tandis que lorsque le calcul se fait "a la
main", la deuxiéme méthode est recommandée si la maille est orthogonale
(=B =y=mn/2) (le tenseur g est alors diagonal).

e (Calcul des angles :

Soientvlsz)1 et \72=P62
PO,.PO, = V..V, = [V|||V,]cos (O, P O,)

V, g V,

e (e

soit cos (O, p 0, =

~ R~ ~ R~

Ontrouve: O,PO,=11478°  0O,PO,=10538  0,O1=111.67°
0,P03=110.88° 0,F04=107.49° O,PO4=106.35°

La coordination du phosphore est pseudo-tétraédrique. De plus, les distances PO; et
PO, étant plus longues que celles de PO, et PO,, les deux atomes d'hydrogene sont donc liés a
O; et O,.

",
b 06
s\, _%q
afF
H2
Hl eo
HY & O— T .n4

Figure 2.7 : Vue du phosphate d'arginine monohydraté en projection sur le plan b,¢
4. Propriétés des mailles

Le volume V, d'une maille élémentaire se calculera a partir du produit mixte :

V, =4a.(BAC)=B.(¢Ad) = ¢.(aAB)
=-4.(CAB) = -B.(dAC) = -C.(BAR)

puisque le produit mixte est anti-commutatif.

Toute maille possédant un volume V égal au volume V, est une maille élémentaire ou
maille simple ; elle est une base pour le réseau.

a. Condition pour qu'une maille 0, ni,, n; soit élémentaire
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n=uat+tv,B+w,<¢

. - - N
Soient L=wa+v,B+w,?< u, v, w;, € Z

n=u;a+v;B+w;¢

Le volume V bati sur n} , n, , n; s'écrit alors :

Vo= f(mam) =S
S = (@Am)=(wa+v,B+w, A)A(U; & +vs B+w,; Q)

= (dAB) (W, V5 - U3 V5) + (BAC) (V2 W3 - V3 W,) + (CAR) (WoUs - W3 )
V = .S=(@a+v,B+w, ¢).S

= El)~(8/\8) [(u; (Vo W3 - W, v3)] + B.((_:)/\ﬁ)) [Vi(W; U3 - W3 uy)]
+ 8-(3/\8) [Wi (U v3 - U3 v))]
u v, w
= 4.(BAC) | V2 W,
U; Vi W

[1\S}

= mV,

La multiplicité m de la maille est donc le déterminant bati sur les 9 composantes des
trois vecteurs nj, 05, ny. C'est un nombre entier positif ou négatif puisque u;, v;, w; sont entiers.
Une maille élémentaire a pour multiplicité m = £1 ; c'est une maille élémentaire directe ou
droite si m = +1, c'est une maille élémentaire inverse ou gauche si m = -1. Dans tous les
autres cas ou |m| est supérieur a 1, on a une maille multiple d'ordre m directe ou inverse
dépendant du signe de m.

b. Comptage des neeuds dans une maille tridimensionnelle

m mesure aussi le nombre de nceuds appartenant a la maille. En effet, une maille
¢lémentaire de volume élémentaire V, contient un seul nceud : le parallélépipede représentant
la maille a huit sommets, chacun des huit sommets étant commun a huit mailles ; un nceud
(figure 2.8) au sommet compte donc pour 1/8. Donc, la multiplicité m se calcule par :

1
m=8x§= 1 nceud.

Figure 2.8(a) : Maille élémentaire



Figure 2.8 :

(b) Maille centrée m=2  (c) Maille a une face centrée m = 2 (d) Maille a faces centrées m = 4

Un nceud a l'intérieur du volume de la maille appartient a une seule maille, il comptera
donc pour 1. Un nceud sur une face est commun a deux mailles, il comptera pour 1/2. Ainsi,
les mailles des figures 2.8(b), (c) et (d) sont des mailles multiples d'ordre 2, 2 et 4 appelées
respectivement mailles centrées, maille a une face centrée et maille a faces centrées (voir
chapitre 4).

c. Le déterminant du tenseur métrique est égal au carré du volume de la maille élémentaire

Le volume de maille V, s'écrit :
V, = a.(BAC)

a;|[b]|c

Soient |3, ||b2|| €2 | les composantes de &,B,¢ dans un repére orthonormé T j K
a;]Lbs]Lcs

quelconque ; on a 7.(7AK) = 1, le tenseur métrique de 77K s'écrivant :

T3 177 Tk 10 0
8= 77 77 7K|=] 0 10
"~ 7K 7K KK 001
D'aprés la formule 2 .
al 32 a3 al aZ a3
V,=ad.[BAc]=|b:1 by bs| 7 [7 AR]=|b: b, b;
Cl Cz C3 Cl C2 C3

Ecrivons le carré du volume sous la forme suivante :
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a; a, a; a, b, ¢
V.z2=|b b, by| x |2, b, ¢,
C C C3 a; b; c;

puisque la transposition ne change pas la valeur du déterminant.

a2 + ay>+ ay? a;b, +a,b, +a;b; asc; +a,c, + asc;
= |ba; + ba, + bsa; b2+ b2t b2 b,c, + b,c, + bsc,
a,¢c; T a,c, +a5¢; by + bye, + bscs C? + ¢t ¢y?

> > =2
a.a a.b a.c

- |83 BB B2 = gl
P 2> 22 ~
a.c b.¢ ¢.¢

Le carré du volume de maille est donc €gal au déterminant du tenseur métrique, d'ou :

1

V =abc [l + 2 cos a cos B cos y - (cos?a + cos23 + cos?y)] :
Corollaire : Le carré de la multiplicité d'une maille de tenseur métrique g' se calcule par :
lg |  we
m? = Tifr =2
ou g est le tenseur métrique associé a une maille simple.
5. Propriétés des plans réticulaires

a. Tout plan réticulaire peut étre considéré comme un réseau a deux dimensions

b. On appelle famille de plans réticulaires un ensemble de plans réticulaires paralleles et
équidistants

c. Chaque plan réticulaire est équivalent a un autre de la méme famille a une translation pres

d. Si on connait une maille élémentaire d,b,¢ pour le réseau, les neeuds du réseau seront
définis par l'intersection de trois familles de plans réticulaires paralléles aux plans (d,b),

(b,¢) et (¢,a)
6. Equation des plans réticulaires

a. Cas général : équation d'un plan dans un espace a trois dimensions

I1 existe plusieurs maniéres de définir un plan © dans un espace a trois dimensions : soit
par les coordonnées de trois points non alignés, soit par deux droites soit encore par une
normale a ce plan et un point quelconque appartenant au plan. Choisissons cette derniére

possibilité. Appelons S un vecteur de module quelconque normal au plan 7 passant par
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l'origine O du triédre (a}, a;, a3) de référence et soit P un point du plan de composantes p;,
P2, p3 connues (figure 2.9).

Figure 2.9 : Représentation d'un plan dans une métrique 51, Zz, 53

., . . r r =
La condition pour que tout point M représenté par le vecteur x de composantes X;,X,,X;

appartienne au plan 7 est que le vecteur MP soit perpendiculaire a S le produit scalaire S
MP est alors ¢gal a zéro :

N

SMP=0 orMP=MO+OP=-x+p
—>S.(px)=0
—>SX= §1_5 = constante

L'équation du plan est donc :
SX=w
la constante w étant déterminée une fois pour toutes par le module du vecteur S.
Cette équation s'écrit aussi d'apres ! :

SgX=w

~
~ R~

[N

ou encore, puisque 3 est une forme linéaire, t; X, +t, X, t t; X3 =W
avect,, t,, t; € R.

\

Tout triplet de x; x, x; satisfaisant a 2 représente donc les composantes d'un point
appartenant au plan 7.

b. Equation d'un plan reticulaire : indices de Miller

-> > > - >
(O]1 est souvent préférable de définir la base du réseau par aj, ap, a3 ou encore {aj} plutdt que par a,b,c, notation historique du

minéralogiste, lorsque 1'on fait du calcul algébrique ou matriciel. Il sera fait usage de ces deux notations dans ce cours.
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La condition supplémentaire est que ce plan contienne au moins trois nceuds du réseau ;
soient P, Q, R de composantes {p;}, {qi}, {r;}, ces trois nceuds :

|
ol

|
Mo
=
ol

I
—_

avec p;, q;, I; entiers

I
LN

O O
% S 2
Il
=l Ql

Il
M
=
R

I
g O
-
o)

Réécrivons alors I'équation 4 du plan en divisant ¢ membre a membre par w® :

ViXyt v X, tvix; =1 3
Les triplets p;, q;, 1; doivent vérifier 1'équation 3, c'est-a-dire le systéme d'équation ©.
3
z Vipi =1
i=1
3
2 vigi =1 6
i=1
3
'Z 1iq; =1

I
—_

Ce systeme de trois équations a trois inconnues v,, v,, v; a nécessairement pour
solutions des nombres entiers ou fractionnaires puisque les p; g; 1; sont entiers par hypothese.
Si les {v;} sont fractionnaires, il suffit alors de réduire au méme dénominateur et de faire
passer ce dénominateur dans l'autre membre. L'équation du plan réticulaire sera donc :

h, x, + hyx, + hyx; =1t
avec h, h,, hyett € Z, ou encore :
hx +ky +1z=t
si la base de référence est la base {E,B,g}
L'équation d'une famille de plans réticulaires s'écrit donc :
hx +ky +1z=t

avec t entier quelconque allant de moins 1'infini a plus 1l'infini et h,k,1 premiers entre eux. En
effet, si cette proposition n'est pas exacte, il existe alors un entier m tel que :

h'=mh
k'=mk
I'=ml

avec h', k', I' entiers, si bien que I'équation du premier plan aprés l'origine hx + ky + 1z =1
devient :

(e caleul nécessite que le plan 7 ne passe pas par l'origine
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h'x +k'y +1'z=1/m

Si {xyz} représentent les composantes d'un nceud du plan, {xyz} sont des entiers et
donc m est nécessairement égal a 1 puisque, par hypothése, h',k',I' sont entiers.

Le plan d'équation hx + ky + 1z = 0 est un plan réticulaire passant par l'origine ; toute
équation de type :

hx +ky +1lz=t
avec h,k,1 premiers entre eux est 1'équation du tm plan réticulaire de la famille notée (hkl).
Conclusion : Une famille de plans réticulaires a pour équation générale :

hx +ky +1z=t

avec t entier positif, négatif ou nul et h,k,1 premiers entre eux. Les nombres h,k,1 sont appelés
indices de Miller du plan et le plan sera noté (h,k,I).

Remarque : Ne pas confondre (hk,l) et [u,v,w]. Le triplet entre crochets représente la
rangée :

n=ua+vb +wc
tandis que le triplet (h,k,l) entre parenthéses représente la famille de plans :
hx+ky+lz=t
Exercices

Exercice 2.2 : Trouver 1'équation du plan réticulaire passant par les trois nceuds P = (0,1,1),
Q=(1,0,1)et R =(1,1,0).

Solution : Les trois triplets de coordonnées doivent vérifier le systtme de Cramer suivant :

h + + 1=t

{Oh+1k+11=t
h + k =t
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Ona:
011
A= 0 1| =2
1 0

Cette valeur de A signifie, par ailleurs, que la maille batie sur O,P,Q et R est une maille
double ; donc :

N =

—_—
O = =

B>
—- =

t
De méme, on trouve k=1= 5 -

Comme h,k,I sont entiers premiers entre eux, 1'équation du plan est donc :
Xx+ty+tz=2
C'est le deuxieéme plan (1,1,1) de la famille, en omettant celui passant par 1'origine.

Exercice 2.3 : Démontrer que le plan passant par les nceuds (1,3,2), (3,2,1) et (2,1,3) est le
6eme plan de la famille (1,1,1) :

xty+z=6

Exercice 2.4 : Montrer que le plan passant par les nceuds (1,0,5), (2,1,6) et (4,-2,2) est le plan
(1,-6,5) d'équation x - 6y + 5z = 26.

Exercice 2.5 : Quelle est I'équation du plan passant par les nceuds (3,2,5), (-1,1,0) et (1,2,3).

Solution : Les triplets doivent vérifier :

hx +ky +1z=t
avec t entier, d'ou :

3h+2k+51=t

-h+ k =t

h+2k+31=t

Ce systéme d'équations possede un déterminant nul, le systéme de Cramer est donc de
rang 2. Comme le déterminant A est nul, la maille batie sur O, P, Q et R est de volume nul,
donc l'origine appartient au plan cherché, donc t = 0 ; on a donc un systeme d'équations
homogenes équivalent a :

{3h+2k+51=0
ch+ k+ =0
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soit h =k et 1 = -h ; le plan cherché est donc le plan (1,1,-1) passant par 'origine 0 de la
maille, soit :

Xx+ty-z=0

. ro, . . - 7 -
c. Intersection des plans réticulaires avec les axes a, b et ¢

Comme nous l'avons écrit précédemment, le plan hx + ky +1z=0 vérifiex=y=z=0
donc passe par l'origine.
Le plan hx + ky + 1z = 1 est le premier plan de la famille réticulaire dans le sens de

a,b,c positifs, le plan hx + ky + 1z = 2 est le deuxiéme plan de la famille..., le plan hx + ky +
1z = 3 est le troisiéme plan de la famille...

Revenons a hx + ky + 1z =1 ; lorsque x =y = 0, ce plan coupera I'axe Cen: Iz, =1,
c'est-a-dire z, = 1/1.

Les composantes du point d'intersection du plan avec l'axe ¢ sont donc (0,0,1/1).
Comme 1 est un entier quelconque, cette intersection n'est pas en général un nceud du réseau.

Le plan d'équation hx + ky + 1z = 1 coupera donc les troix axes a,b,¢ en trois points A,B,C
non nécessairement nceuds du réseau de composantes respectives :
0
C:|0
/1

1/h 0
A:l 0 B:| l/k
0 0

Ou encore : le plan coupera les troix axes a,betc respectivement en a/h, b/k et ¢/1.

Enfin, le plan hx + ky + 1z = m coupera les troix axes de base en :

m a/h, m bk, m o/l

d. Tracé des plans reticulaires

Les vecteurs de base a, b, ¢ sont coupés respectivement en h, k et 1 parties égales
représentant les intersections des plans successifs de la famille {h,k,1}. Ceux-ci sont donc
équidistants. A titre d'exemple, la figure 2.10 représente la famille (4, 3, 5) avec m =1, 2, 3,
4,5.
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of

43,5}
=h>,

2

Figure 2.10 : Représentation des plan (4,3,5) d'équation 4x + 3y + Sz=mavec 1 <m <5

Enfin, la figure 2.11 représente les premiers plans des familles (1,1,1), (1,0,0), (0,1,0),
(0,0,1), (1,1,0), (1,1,1)®.

C t\

5 3
/_I'
a (1,1,1) 2’ (1,0,0)
(@ (b)
T \

‘s
\
\

‘\

b
Y a
(0.1,0) (0,0,1)
© (@

()Un indice de Miller négatif (-h par exemple) s'écrit }_1 si bien qu'écrire (I,l,l) est équivalent a écrire
-LLD.
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(2,1,3)

(® ()

Figure 2.11 : Tracé des premiers plans des familles (1,1,1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0) et
(1,1,1)
Remarque : Les plans comportant un ou deux indices de Miller nuls sont des plans parall¢les

aux axes correspondants : le plan (1,0,0) coupe aenall,benb/0, ¢ en ¢/0, c'est-a-dire en a,

o, o, Il est donc parall¢le a b et ¢ mais n'est pas perpendiculaire a a puisque a n'est pas dans

le cas général perpendiculaire a betc.
e. Equidistance des plans réticulaires

Cette équidistance que I'on nomme distance interréticulaire ou distance réticulaire est
écrite d (h,k,1). Elle est mesurée par la distance de I'origine de la maille au premier plan de la
famille (h,k,]) c'est-a-dire au plan :

hx +ky+lz=1 h,k,I premiers entre eux

La figure 2.12 représente le premier plan d'une famille hkl quelconque avec son vecteur

normal S dont, par hypothése, nous choisirons le module tel que :

OM.S=x.S=1
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Plan
hx +ky +1z=1

ol

d (hk 1)

Figure 2.12 : Equidistance des plans réticulaires

La distance réticulaire d (h,k,l) est donnée par la projection du vecteur OM = X sur la
direction de S.

donc d (hk,I) = | x| cos®
Or, 1'équation du plan est :
X.S=1=|x|[S| cosd

- 1
donc d(hk,])= |X| cos 0= ﬁ

Conclusion : Si nous choisissons la norme du vecteur S telle que :
Sx=1

représente 1'équation du premier plan réticulaire, la distance réticulaire est donnée par :

1
d(hkl)=—
S|

. . ry e . ’ . -
On associe donc au premier plan réticulaire d'équation X.S = 1 un vecteur S
perpendiculaire au plan tel que I'inverse de son module donne la distance réticulaire.

1l reste donc a calculer la norme de S.
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Le premier plan a pour équation :

hx+ky+lz=>_().§=l

Soit en représentation matricielle :

BN ]

xh=x%xgs=1

~R ~

acf] o] e

. - o > .
s,t,u sont les composantes de S dans le repere a,b,c. Ontire de 7 :

L=

Il
124}
! »n

soit s=g'h

l

Le module du vecteur S se calculera donc par :

82=§.§=ngs

ou encore en remplagant s et s par leur valeur :

-1

S2=+h

44}
44}

g-l h=-h

q0)e}

_1h

Le module de S, donc la distance réticulaire d (h,k,]) s'exprime uniquement en fonction
de g! et des entiers h,k,l.

Conclusion : A tout plan réticulaire P d'équation hx + ky + 1z = 1 et de distance réticulaire
d(h,k,l), on associe un vecteur S perpendiculaire a ce plan, de composantes non enti¢res en
général dans la base a,b,C tel que pour tout M appartenant au plan, on ait :

SOM=1
1
avec Sz=m=fhg-l h=h?

[foze}

Remarque : La formule ¢ est en fait une formule de produit scalaire d'un vecteur H (de
composantes h,k,1 enti¢res) par lui-méme exprimé dans une base de métrique g'. Il nous reste
donc a découvrir cette nouvelle base qui associe a tout plan (hkl) du réseau cristallin un

vecteur H de composantes h,k,1 entiéres dont l'inverse du module donne la distance

réticulaire.
S h
S=|tletH=|k
u |
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mesurent donc le méme vecteur mais exprimé dans deux bases différentes : s,t,u sont les
composantes réelles de H (§) dans le réseau cristallin que nous appellerons dorénavant réseau
direct et h,k,I sont les composantes (cette fois-ci entieres) de ﬁ(§) dans un nouveau repere

que nous appellerons repére réciproque ; ce repere réciproque va générer un nouveau réseau
appelé réseau réciproque.
7. Le réseau réciproque

a. Formules de définition

Si a*, b, ¢, a*, B*, y* sont les parametres et angles réciproques, a tout plan (h,k,l),
nous associerons un vecteur H perpendiculaire défini par :

H=ha'+kb*+1¢"

avec h,k,1 entiers tel que :

1
B =Fhe) - hg'h

; ) 4o ) 2% B¥ ot o
Calculons maintenant les parameétres et angles réciproques, a tout plan a*, b* et c*.

Pour calculer le vecteur a*, prenons le premier plan (1,0,0) ; il est parallele a b et

by \ - r .
parallele a c, son équation est : x = 1.
Le vecteur H associé s'écrit donc :

H=ha*+kb*+1c*=a* puisque h,k,I valent respectivement 1, 0 et 0.

Il en résulte que :

1\O

| | =a* = 1/d,100 ou d(1,0,0) = 1/a*

direction de -I—T:§

Figure 2.13 : Calcul de d (h,k,)
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Or, la figure 2.13 montre que :
d100 = OI =acos 0

1
donc acos 0= F 10

- >
ou encore a.a*cosO=1=a.a*

Par ailleurs, a* est perpendiculaire a betc puisque b et ¢ sont paralléles au plan
(1,0,0). On peut donc écrire :

a*=kbac
avec k a déterminer ; en multipliant membre a membre par a, il vient :
a*.a=ka.(brc)=kV
ou V est le volume de la maille ¢élémentaire.

Il en résulte, d'apres 1 que : k = V-1

ol

N
- .. - NAC
Le vecteur a* s'écrira donc : a* = 11

N

En prenant les plans (010) et (001), nous arriverions a des formules analogues pour b*

N
et c*.

Conclusion : Le réseau réciproque est défini a partir du réseau direct par :

- B/\g A
a*= v
5, _anb
¢ vV J

Les vecteurs réciproques ont donc pour dimension l'inverse d'une longueur (en général

A

Remarque : le produit vectoriel n'étant pas commutatif, bien respecter 1'ordre des différents
vecteurs.

Corrolaire : On peut aussi définir ce réseau par :

>, > - >
a*.a = a.a* =1
>, > = >
b*b = b.b* = 1
>, > - >
c*.c = c.c* =1
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et: <==>a.a*=3§,
a*b = a*.c = 0
b*.c = b*a = 0
c*a = c*b = 0

Remarque : Ce réseau a ¢té¢ défini par une norme imposée au vecteur S et donc tout réseau
homothéhique posséderait les mémes propriétés.

b. Exemples et exercices

Exercice 2.6 : Quelle est la base réciproque d'un réseau orthorhombique ? Un tel réseau est
caractérisé par :

a‘tb#c a=B=y =§

Exprimer ensuite la distance réticulaire d(h,k,l).

e Calcul des parametres réciproques
Ona:a* = (BAC
na:a*=xy; (bac)

- . . e - . A . . A
Donc, a* est perpendiculaire a b et c, il est donc de méme direction et de méme sens

— . T n . e e
que le vecteur a, puisque B =7y = 5. Méme raisonnement pour b* et c*.
De plus,ona:
- > - >
a.a*=1=aa*cos(a,a*)

- > 1
Comme (a,a*) =1, alors : a* =3

1 1
De méme, b* = et c* = o Les deux réseaux sont représentés sur la figure 2.14.

Figure 2.14 : Réseau direct et réseau réciproque orthorhombique (a #b#c,a=B8=y= g)
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e Calcul de d (h,k,l)

d (hk,) =§

H =ha* +kb* + Ic*
Donc, H2 = H.H = h? a*2 + k2 b*2 + 2 ¢*2, puisque cos a* = cos B* = cos y* = 0.

1

1 =
==> d(h,k,]) = W (h2a” + k2b™ + I2¢%2)

h? k)3
:(¥+§+§)

: 1. _1 ,_1
puisque a* = 2 b* = b’ c* = o

Remarque : Il existe aussi des réseaux orthogonaux a plus haute symétrie (voir Chapitre 3) :

le réseau quadratique (a = b #¢c, o =0 =y = g) et le réseau cubique (a = b = c,

a=B=y= g). Dans ce cas, les formules donnant d (h,k,1) se simplifient encore :

Systéme quadratique :

1 1 1
at=b* =g =Pt
T
a*zﬁ*zy*zz
1 1274
donc,d(h,k,l)Z[; (h2+k2)+g}2
Systéme cubique :
1 1
a*—b*—c*=a=b=c
T
a*:B*:Y*:z

1
d (hk]) = [é (h2+k2+ 12)}'2

a

Exercice 2.7 : Méme question dans le cas du réseau monoclinique (a # b # ¢, 8 quelconque,

T
a=y=5)
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e Calcul de b*

(S

N
CA
\%

b* =

b* est perpendiculaire a ¢ et a donc possede la direction et le sens de b puisque o0 =y =

o=

Donc, b* =

e Calcul de a* et ¢*

a* et ¢* sont, d'apres les relations de définition 2, perpendiculaires a b et appartiennent

donc au plan a,c puisque a et ¢ sont perpendiculaires a b par hypothése ; de plus :

bac
\Y

—
a*:

est perpendiculaire a ¢ ; de méme, ¢* est perpendiculaire a a. La figure 2.15 représente les

N .y . . — =
deux reperes et les angles associés en projection sur le plan (a,c).

oy
5
o4

S~—_|

B-m/2 direction de?*

ot

Y

. . —_
direction de c*

Figure 2.15 : Réseaux direct et réciproque monocliniques

Ona:

B* =(a*,c*) =(a*.c)-(c, c¥)
T T
= 2 = B = 2) = TE = B

- > 1 1
De plus, a.a* = 1. Donc a* = > = B
acos (a,a*) @sm
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1
A *_ —
De méme, ¢ csinB
Remarque : a*,c* auraient pu se calculer par (12) :

_bl[¢]sine be 1
- \Y% “abcsinBB asinB

|a¥|
e Calcul de la distance interréticulaire

1
d(hk])=—
(h,k,1) m

avec : H2=H.H = (ha* + kb* +1¢) (ha* + kb* + Ic*)
=h2?a*2+ k2 b*2 + [2 ¢*2 + 2hl a*c* cos B*

Application : Expression des vecteurs réciproques dans une base hexagonale (ou trigonale)
(a=b#c;a=B=90°7y=120°).

D'apres nos calculs précédents et sachant que dans ce cas, ¢ est perpendiculaires a a et
N
b, on a (figure 2.16) :

1 1 2 .
C*zc;a*zb*zasin(IZO)za\ﬁ; ¥ =60

=~

direction de b*

Y

. . —
direction de a*

Figure 2.16 : Réseaux direct et réciproque hexagonaux
Exercice 2.8 : a) Calculer les valeurs des paramétres réciproques du LAP (voir exercice 2.1) ;
en déduire d (100), d (111) etd (111).
b. Le cristal de LAP, lorsqu'il est cristallisé en solution de Ph acide, présente les plans

suivants : (0,0,1), (1,0,2), (0,0,1), (1,1,1), (1,1,0), (0,1,1), (0,1,1), (1,1,0) et (0,1,0)

Représenter le cristal en projection stéréographique en prenant l'axe b comme axe
Nord-Sud.
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Solution : a) a* =0.13789 ; b* = 0.12639 ; c* = 0.93696 A1 ; B* =81.95;d (1,1,1) =5 A.
b) Celle-ci est donnée par la figure 2.17.
Attention ! Un pdle ou une normale a un plan s'exprime dans le réseau
réciproque.

Exercice 2.9 : Classer par ordre décroissant les distances d (h,k,l) d'un réseau cubique

(a=b=c,a=B=y=%)

a

Solution : d = m

h,k,1 jouant le méme rodle, il en résulte que quelque soit la permutation ou le signe de
h.,k,1, 1a distance d est invariante :

dh+k,£l)=dk, L +h)=...
donc :
d (100)>d (110)>d (111) >d (200) > d (210) >d (211) > d (220) > d (300) > d (310)...
8. Propriétés du réseau réciproque
Les propriétés du réseau réciproque sont lies a celles du réseau direct. Il existe une
dualit¢ au sens mathématique du terme entre ces deux espaces ; tout vecteur pourra

s'exprimer dans ces deux espaces, les correspondances entre ces deux espaces ne dépendant
que des tenseurs métriques g et g* = g-! (d'apres 8).

a. Expression d'un vecteur du réseau direct dans le réseau réciproque et inversement.

I - - - , - A
Soit r =x a +y b +z ¢ ; en général, le vecteur r sera exprimé en Angstroem (1 A = 10-

. - o > r : . L4
1om = 10 microns) ; comme a, b, ¢ sont des vecteurs du réseau direct, ils sont exprimés eux
aussi en A si bien que x, y et z sont sans dimension.
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Effectuons les produits suivants :

.Z*Z(x§+yﬁ+zg).§*zx
.B*Z(x§+yﬁ+zg).g*=y
-
.C

*=(XZ+yB+28).8*=Z

=y =l =l

d'aprés la définition 2 du réseau réciproque.

Les composantes x,y,z d'un vecteur du réseau direct sont donc égales au produit scalaire
- . Dx P e
de r respectivement par les vecteurs a*, b* et c*.

. - , .
Inversement, on peut exprimer r dans la base réciproque :

- - - —
ra) = x* a* + y* b* + z* c*

. s ., -
Puisque a*b* c* sont exprimés en A-, les composantes du vecteur r ont pour
dimension le carré d'une longueur et seront exprimés en A2,

On a aussi :
T.a =(x*3*+y*g*+z*8*).§ =x*
T.b =(x*3*+y*g*+z*8*).ﬁ =y*
T.C =(x*§*+y*€*+z*8*).8 =z*
Soit encore :
X*=T.a =(X§ +yB +ZZ)Z
- - -> o - >
=x(a.a)ty(@a.b)tza.c)=xgntygntzgs
y*:?-g :(Xg +yB 4'28)B =XEuty8nTZgy
- >
Z¥=T1.C =Xg3tygntzgs
ou g; sont les éléments du tenseur métrique direct.
On écrira donc :
x* X
SR 1
z* z
) )
Az A2 sans dimension
Inversement, en calculant x,y,z, on obtiendra 4 :
X x*
y| = [g*] |Y* 13
z z*
) )

sans dimension A2 A2
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ou g* est le tenseur métrique réciproque ; le lecteur vérifiera que les dimensions des variables

respectent les équations aux dimensions.
La formule 3 peut s'écrire :

! s ’ -
ou r et r* sont les matrices colonnes représentant les composantes du vecteur r dans les bases

directes et réciproques, soit en multipliant membre a membre par g-! :

R0y
—

*
I
=

par identification avec 2.

r=g* =gl r¥ ==>g¥ =gl 14

Nous retrouvons le fait que l'espace réciproque posséde un tenseur métrique g* égal a
l'inverse de g tenseur métrique de l'espace direct. D'autre part (paragraphe Ill4c), le

déterminant de g*, donc de g, étant égal au carré du volume réciproque, on a :

va*=1=:>v*=%

Il y a bien réciprocité entre les deux espaces ; en conséquence, le réseau réciproque du
réseau réciproque est le réseau direct :

- -
N
a_ V*
- -
e_C*/\a*
b_ V*
- -
L a*AbB*
C_ V*

De méme, tout vecteur du réseau réciproque H, mesuré en A, de composantes (h,k,l)

. : R . > D o
sans dimension pourra s'écrire dans la base directe a, b, ¢ :

H
T
A.

+ +

o —> ®
o —> T
P —> 0l

S t u
T T T
1A A- A-

2 2



S h
avec {t} = [g1] {k}
u 1
h S
et fouf
1 u

Ces €quations sont analogues a 3 et 13,
Dans ce cas, h,k,l sont des nombres sans dimensions et s,t,u sont exprimés en A=,
b. Calcul pratique des paramétres réciproques (figure 2.18)

Dans les mailles orthogonales, nous avons vu que les relations de définition

permettent facilement de calculer les vecteurs a*, b* et ¢* (exercices 116, 117 et 1I8). Dans le
cas général (systéme triclinique), pour calculer a*, b*, ¢* connaissant a, b, ¢, a, B et vy, il suffit
d'utiliser les relations 2.

_>*_b/\c " >|<_bcsinoc

sachant que V se calcule a partir du déterminant du tenseur métrique (paragraphe I114.c).

Figure 2.18 : Définition de a*,b* c* o* B*,y*
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De méme :
b casinf} . _absiny
= - - - C =
\Y A%
Pour calculer a*, 3*, y*, on utilise 14 :
* = l
g =g
B - -, >
a*.a* a*b* a*.c*
>, - >, >
g* = a*.b* b* b* b* C*
- A% 3k Pk gk Cx O
> > o> oS-
a.a a.b a.c [!
5> o DD Do
g!'=lab bb bc| =g*
~ T T ~
| a*.c b.c c.c
b2c? - b2c? cos2a abc? (cosa cosf3 - cosy) ab2c (cosa cosy - cosB)
=2 abc? (cosa cosB - cosy) ac? (1-cos?B) a?bc (cosB cosy - cosa)

abc? (cosa cos y - cos B) a?bc (cosB cosy - cosa) azb? (1-cos?y)
Remarquons que les termes diagonaux donnent a*, b* et c* par identification :

1
a*2= V2 b2c? (1 - cos?a)
.+, bcsino
d'ou a* = vV

Les termes non diagonaux permettent le calcul de a*, B*, y*. Ainsi :

. _ abc?cosa cosB - cosy
g = V2

bc sino  ac sinf3
= a*b* cosy* = v X v X cosy*

abc? | ) N
= V2 sina sinf} cosy

cosa. cosl3 - cosy
sina, sinf3

donc cosy*

De méme, nous aurons :

COSY coso. - cosf N cosf3 cosy - cosal
- - osa* = ; -
siny sina sinf} siny

cosf* = 15

Exercice 2.10 : Calcul des paramétres réciproques dans le cas du réseau rhomboédrique

(a=b=0;a=ﬁ=v¢§)
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Solution : La maille ¢élémentaire du réseau rhomboédrique est un parallélépipede appelé
rhomboedre que 1'on peut obtenir a partir du cube en étirant ou compressant celui-ci suivant
sa diagonale d'espace (figure 2.19) de direction [1,1,1].

[1,1,1]

Figure 2.19 : Rhomboédre
11 suffit d'appliquer les relations 5.

Sachant que (paragraphe I114.c) :

V =abc [l + 2 cosa cosB cosy - (cos?a + cos23 + coszy)]i
1

2
ona: Vipemy =@ [1 +2 cos’a - 3 cos2a]

a’sina, 1 sino

o
soit a vV 1

a [1+2cosa-3 coszoc]i

COS20, - COSOL

coso* = —
sin2al

c. Expression des vecteurs de base du réseau direct dans le réseau réciproque et vice versa

- - - - - - -
a=la+0b+0c=x*a*+y*b*+z*c*
- by r M
X+, Yarr Ze+ SONt les composantes du vecteur a dans le repére réciproque.

Or, d'apres B :
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X, * 1
Ya* = [g] O
z,* 0
==> X" =gn Y. T8 ZF =g

n - - o> -
De méme, b =x,* a* +y,* b* +z.* c*:
% — % — % —
Xp" =82 Yoo T 82 ZpT T 8o
et
® — % — % —
X" =83 Yo T 83 ZT T 833

Les ¢éléments (ligne ou colonne) du tenseur métrique direct g sont donc les composantes

- > > . , , P
des vecteurs a,b,c exprimés dans le réseau réciproque.
L1, - - -
Inversement, les ¢léments de g! sont les composantes de a*, b* et c* dans la base

directe Z,B,g.
Remarque : Nous avons :

X*y =y*. = 212
X* = 7%, = g3
y¥* =2, = gy
La composante de b sur a* est donc ¢gale a g, ; elle est de plus égale a la composante
de a sur b* ; de méme pour g;; et g,s.

9. Quelques applications du réseau réciproque

a. Produit scalaire entre deux vecteurs : l'un exprimé dans l'espace direct et l'autre dans
l'espace réciproque

. - - - - - - -
Soientr=xa+yb+zc et H=ha*+kb*+1c*
On a alors, d'aprés les relations de définition du réseau réciproque :

H.T = (ha* + kb* + 1¢*).(xa + yb + z¢)
=hx +ky+1z

Ce type de produit scalaire représente une phase puisque H, exprimé en A, peut
représenter un vecteur d'onde (voir la partie diffraction).

b. Produit vectoriel de deux vecteurs du réseau direct

= - - -
V, = xja+tyb+tzc
= - - -
V, = xa+y,b+tz:c
S - - - - - -
VAV, = (xja+y b+ zC)A(Xa+ y,b+2,0)
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Effectuons le produit terme a terme et regroupons :

X1 Y
X2

—>

Z) X
AV, =

Z; Xp

> o > >

CAa

<l

> - Y Z,
anb + ‘
Y2 2o

. I s s
puisque ana = bab =cac =0.

Soit d'apres 12 :

= = o - - -
V=V AV, =x3* a* + y;* b* + z;* c*

X1 Vi
avec z¥=V
X ¥
*—V Z, X
Yt = 7 X
Y1 Z
X3*¥ =V
Y, 7z,

ou V est le volume de la maille (3,3,8).

16

. , . . < ,
Remarque : x;*, y;*, z;* sont exprimés en A® puisque le produit V,AV, représentant une

surface est exprimé en A2,

Conslusion : le produit vectoriel de deux vecteurs du réseau direct s'exprime simplement

dans le réseau réciproque et vice versa.

c. Axe de zone [u,v,w] (figure 2.20)

La condition pour qu'un plan (hkl) soit paralléle a une rangée n = [u,v,w] est que le

produit scalaire du vecteur H représentant (hkl) par le vecteur 1 soit nul ;
si H=ha* + kb* + Ic*
- - - -
etn=ua+vb+wc

alors Hn =hu+kv+Iw=0
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[u,v,w]

Figure 2.20 : Axe de zone

Définition : Tous les plans (hkl) vérifiant 1'équation hu + kv + Iw = 0 sont dits étre en zone
avec la rangée [u,v,w]. La rangée [u,v,w] est appelée axe de zone.

Inversement, deux plans définis pas les vecteurs ﬁl (h k1) et ﬁz (h,,k,,1,) sont dits étre
en zone si il existe une rangée [u,v,w] perpendiculaire a ﬁl et ﬁz ; [u,v,w] doit donc étre

parallele a H,AH,, vecteur dont les composantes dans le réseau direct sont données par une
formule analogue a °.

Il en résulte que :

k, [
k, L,

I, h
L, h

h, k

etw= h2 kz

u= V=

;. . . 7 . \ \ J4 -
Réciproquement, les indices d'un plan réticulaire hkl parall¢le a deux rangées n [u,v,w]
g i J \ r . . y . .
et n' [u',v',w'], doivent vérifier le systéeme d'équations linéaires suivant :

{hu +kv+lw=0
hu+ kv'+ Iw'=0
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ou encore, puisque [u,v,w] et [u',v',w'] sont paralléles au plan (h,k,1) donc perpendiculaire a H

. . > 3 3 [ \ .
, on doit avoir H=K nAn', la constante K étant calculée de maniére a ce que h,k et 1 soient
premiers entre eux.

Exercice 2.11 : Quelle est la notation des arétes d'intersection de plans (100) et (111) ?
Méme question pour les couples (100), (110) et (111) et (110).

Solution : a) L'aréte est perpendiculaire aux deux normales aux plans, elle est donc paralléle a
une rangée du réseau direct ; ses indices sont définis, a une homothétie pres, par le produit
vectoriel des vecteurs normaux aux faces :

au plan (100) correspond H =a*
au plan (111) correspond H,=a*+b*+ c*

Ces deux vecteurs sont les rangées [1,0,0] et [1,1,1] du réseau réciproque ; leur produit
vectoriel donnera donc une rangée du réseau direct :

(a%) A (3% + b* + C¥) = (a*Ab¥) + (a*AC¥)

soit [1,0,0] A [1,1,1]=10,1,1]
Réseau réciproque Réseau direct

b) Les axes de zone des plans (100) (110) et (111) et (110) sont respectivement les
rangées [0,0,1] et [1,1,0].

Exercice 2.12 : Calculer I'angle formé par les rangées [1,1,1] et [1,0,0] dans le réseau

cubique ; méme question pour [1,1,1] avec [1,1,1].
Solution : Le réseau cubique a pour parametres :

a=b=c et (x=B=y=§

L'angle 0 est calculé par :

- >
n,.n,

cosb ==
ny| ]

n,=[100][111]=a.(a + b + ¢) = a2
1
0, =a[ny) = (a2 + b2+ c?) = (32 = a3

_a B
donccose—axa\/g— 3 ; 0 =154°441




48

10. Autre définition du réseau réciproque utilisant la propagation d'ondes planes dans
les cristaux

V.,

Figure 2.21 : Onde plane

- >
Soit y = eiK-r une onde plane et cherchons la condition sur K pour que cette onde

possede la périodicité du réseau. L'ensemble de tous les vecteurs d'onde K caractérisant des
ondes planes ayant la périodicit¢é du réseau définit, en physique du solide, l'espace
réciproque :

. . = , N .
Si r est un vecteur quelconque du cristal et R un vecteur du réseau, c'est-a-dire de
. [ — . .
composantes u,v,w entiéres sur a,b,c, on doit avoir :

- > 5 o
eiK.r = eiK(r—f—R)

soit ek k=1
==> K.R=2mn avecn entier quelconque
Posons K = 2z [h a* +kb*+1 8*], et puisque R =ua + vb + w¢, alors la condition
K.R=2mn implique que :
2nn =27 [hu + kv + Iw]

soithu+kv+1w=n

puisque u,v,w sont entiers (vecteurs du réseau direct), les nombres h, k et 1 doivent étre
entiers, c'est-a-dire appartenir au réseau réciproque.

Conclusion : L'ensemble des vecteurs d'ondes planes ayant la périodicité d'un réseau

cristallin donné sont décrits par des vecteurs d'ondes K tel que : K =2x H ou H est un vecteur
du réseau réciproque.
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Remarque : En général, les physiciens du solide définissent le réseau réciproque par les

vecteurs K, ﬁ, C tels que :

[\

2n
%

21 - T -

A=2ma*= B)/\E), gzan*:VC/\ et éZZRE*Zva/\B

IV- GENERALISATION : BASES COVARIANTES ET CONTRAVARIANTES - NOTATION
D'EINSTEIN

1. Définition
. - > - , . - Voo
Soient a;,a,,a; une base du réseau direct. Dans cette base, tout vecteur r peut s'écrire :

— - - - i -
r=x;a,+xa,+x;a;= 2 X; q;
i=1

n - . L, . - - -
De méme, le vecteur r peut s'exprimer dans la base réciproque a*,, a*,, a*;:
Tk % ® * 4 = i % %
r=x*a* +x%a,+x 3a3—'1x pa®;
P

Nous allons introduire une nouvelle notation plus compacte : les vecteurs de base du
, . , . , . - > = .
réseau direct sont appelés vecteurs de base covariants et s'écrivent a,,a,,a; tandis que les
, . . . . > o >
vecteurs de base réciproques sont dits contravariants et s'expriment par a',a%a3. La place de

. . . —. , . . ,
l'indice i1 (a; ou a’) détermine donc la nature de la base dans laquelle sont exprimés les
vecteurs.

- .
Tout vecteur r s'exprime alors par :

- - . . r .
r =XXa; notation habituelle du réseau direct
i=1
= X! a; notation d'Einstein
.o - - -
=2xa =xla +x2a,+x3a,

i=1
La notation d'Einstein consiste donc a associer implicitement un signe S a tout couple
i=1

de variables covariantes contravariantes.

. , - . . .
Tout vecteur exprimé dans la base a; covariante (directe) a des composantes (x') contra-

variantes. Ainsi, la notation S est implicite dés que l'indice 1 se trouve a la fois en position
i=1

haute et basse.

- . , . - .
Inversement, le vecteur r s'exprime dans la base réciproque a; (contravariante) par :

—>.
=x;al=Xx;al
j=1

A la base contravariante (al), on associe donc des composantes covariantes (X;).
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Ainsi :

- — -7
r=x1ai=xjaJ 17

Un vecteur est donc toujours le produit d'une quantité covariante par une quantité
contravariante.

. . , ., y . . . .
Si r est exprimé en unités de longueur, en général A, les xi sont sans dimension tandis

' . AZ . 2. . A' 1
que les x; s'expriment en A2 puisque les al s'expriment en A-.
Inversement, si H est un vecteur réciproque exprimé en A-1 :
-, .o
ﬁ = hJ al = h1 a;

Les composantes h; sont sans dimension puisque les ai sont en Al et les hi s'expriment
en A2 puisque a; esten A.
2. Notations et utilisations des tenseurs métriques
Les ¢léments du tenseur métrique direct s'écrivent :
- - - -
a;.a; = 2 a;.3; = gji

Les ¢léments du tenseur métrique réciproque s'écrivent alors :

ai.al = gi
Ainsi :
g 812 &3 gl glz2 gi3
g=|8n 8» Zs|et g¥=|g? g2 g¥
185 &8s g ~ gt g¥® g¥

Note : I'écriture g; = a;.a; n'implique pas une somme sur les indices i puisque les indices sont
tous deux en position basse ; méme remarque pour les gi.

Les expressions 1 et 3' s'écrivent alors, dans la notation d'Einstein :

x* =gxdevient x; = g; x soit X; = ) gij X
~ J:I

>
Il

g* x* devient x! = glk x, 18

l
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Remarques :

e Dans les relations 8, seuls les indices j et k sont a la fois indices haut et bas, les
sommes s'effectuent donc uniquement sur j et k.

e La place respective des indices ij dans une matrice caractérise ligne et colonne : ainsi, si
une matrice M se représente par My, la matrice transpos¢e "M sera représentee par Mj,

si bien que y; = M;; X/ représente I'élément 1 de la matrice y telle que :

X o~

y =" Mx
Comme les ¢léments du tenseur métrique direct (paragraphe III7.c) sont les

composantes des vecteurs de base directe (covariante) exprimée dans la base réciproque
(contravariante), on aura :

- -,
a; =g al

Réciproquement, les éléments gi sont les composantes des vecteurs de base
contravariants exprimés dans la base covariante :

ai= oi 2
ai= gi a;

(N N

base contravariante tenseur base covariante
métrique
contravariant

3. Quelques applications

a. Produit scalaire
. . - = , .
Le produit scalaire r.r s'écrit :
r.r =xia;xa;=xig;Xx

Ce produit scalaire, exprimé a partir de composantes contravariantes peut aussi
s'exprimer en composantes covariantes :
- > - -
r.r =x, akx; al =x, g x 19
Ces deux derniéres expressions expriment le produit scalaire comme un double produit
matriciel. Reprenons l'expression ¥ :
- >
r.r =x; g¥x

. . . - Y
Le produit gt x, est en fait la composante x* contravariante du vecteur r d'apres 8. Il en
résulte que le produit scalaire peut s'écrire :
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- >
T

. , , . - — .
Remarque : ce dernier résultat peut se démontrer aussi par r.r = x* a,.x,; al puisqu'un vecteur

- , n ., . . - > -
r donné peut étre exprimé dans les deux bases covariantes et contravariantes donc r.r = xk a,

- . - >
al x, = xk 8k, x, = xk x, puisque a,.a' = .

Généralisation : Soient deux vecteurs quelconques X et § de composantes contravariantes
respectives x' et yi, le produit scalaire ;(); peut se calculer de quatre manicres différentes :

;Zg’) =X gy =X gy =Xy, = XY
avec 1,J,k,Lt,u entiers variants de 1 a 3.
La démonstration est évidente.
b. Symbole de Kronecker
Ona:
1 00

g¥=1 avecl={0 1 0
~ 0 01

Qo

Cette relation se traduit en langage covariant contravariant :
g;j g = o
Ok est le symbole de Kronecker.
Les éléments de la matrice I sont les éléments Ok :
8],k=8j1 =1 sii=k
ouj=1
=0 sii#k
ouj#1

Exercice 2.13 : Calculer les composantes covariantes des atomes du groupe PO, dans le LAP
(voir exercice 2.1) et vérifier par un calcul de distance P-O les relations Y.

V- TRANSFORMATIONS ET CHANGEMENT DE SYSTEMES DE COORDONNEES
1. Généralités

Soient {Xi} et {Qj} deux bases du repére direct (covariant) d'origine O et O' et M un
point de composantes x' et x'i dans ces deux bases respectives (figure 2.22).
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X1 x’1 g

Figure 2.22 : Changement de base

Le probléme général est le suivant : si on connait la relation liant la base covariante {Z’}

\ - . .
a la base {a}, comment se transforment les composantes contravariantes, covariantes, les
vecteurs de base contravariants (réciproque), et les tenseurs métriques ?

Dans le cadre de cet ouvrage, nous supposerons que les transformations utilisées sont

des transformations linéaires et que O' est confondu avec O. Ainsi, les bases {Z} et {3’} se
transforment suivant :

20

SN
o

=A

ou A est une matrice (3,3) ayant pour lignes les composantes des a' dans la base a, les

~

composantes contravariantes se transforment suivant :

X'=

X 21

Qo

ou B est une matrice (3,3).

En notation covariante contravariante, ces deux derniéres équations sont équivalentes

Qo

XA D
al—AlJ aJ: 272
et x = B X/

Remarque : Les matrices B et A sont de natures différentes puisque l'indice ligne correspond

~ ~

a une variable covariante pour A et contravariante pour B.
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2. Relation entre les matrices A et B

. - . . " - -
Soit un vecteur r de composantes respectives xi et X dans les bases a; et a';. Le vecteur
- , . . .
r peut s'exprimer dans ces deux bases covariantes (directes) :
]

g .
xia;=xYa’

4)_
r= j

soit sous forme matricielle :

N
a1 Xl
- -
avec a=|a, |, x=|X"|etx=[x!x2x]
~ 15 3
as
- -
Or,x=Bxeta'=Aa
Si bien que :
- - - -
r=xa=%x'a=xBAa
f B
puisque X' = L 5} =B
Il en résulte que :
BA=1
Donc :
A = ‘cB-l
B = ‘L'A-l 273

Les deux matrices A et B ne sont donc pas identiques, ni deux matrices inverses.

Remarque : Ce résultat peut aussi se démontrer en utilisant la notation covariante contra-
variante. En effet, le vecteur T s'écrit dans les deux bases :

‘_>_ V_)V_ ' 2
xia;=x%a\, =x" A a;

. i
= BkJ XxJ Akl a;

Le terme BY xi A, est un terme en 1, puisque j et k sont des indices muets (a la fois
hauts et bas), donc :
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Xi = BkJ Xj Aki
=Bk A X
=Bk Ayi xi
Pour que cette égalité soit réalisée, il faut que :
d'ou BA=1
3. Transformation du tenseur métrique direct

Les éléments du tenseur métrique direct de la nouvelle base g'; s'écrivent :

Soit en remplagant :

g'ij = Aik gk . Ajl 31
= Aik gk.gl AJI
= Ak gq A
= Aik i tAlj

ou “Al; représente les éléments de la matrice transposée de A, "A.

Cette derniére relation s'écrit donc :

g5 = Ak My
avec M = grA et sachant que A M,; représente le produit A M alors il devient :

T

40)e}

= A

uog
P>

Remarque : Comme le déterminant du tenseur métrique est égal au carré du volume de la

maille, on a :

|Al Tgl [-Al
= |A]|2v2

|g'|=V'2

Vl
donc |A| =V

Le déterminant de la matrice de changement de base directe est égal au rapport des
volumes de maille. Cette relation permet de déterminer la multiplicit¢é des mailles

tranformées.
4. Transformations dans le réseau réciproque (bases contravariantes)
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Nous voulons exprimer les nouvelles composantes (x') covariantes c'est-a-dire
exprimées sur la nouvelle base réciproque connaissant la matrice A. Pour ce faire, imaginons

~

le circuit suivant :

g
x* —> X
"l L
X'* <«— X'
gv

Transformons les composantes covariantes X; en composantes contravariantes avec le
tenseur métrique réciproque g* d'éléments gi :

~

X e g-l X*
Ayant les composantes contravariantes, le changement de base se fera donc avec la

matrice B de composante BY; :

x'=Bx =Bg!x*
x*=gx =gBg!x*
= Ag A" Bg! x*
= A x*

Enfin, les nouvelles composantes covariantes seront calculées avec le tenseur métrique
direct de la nouvelle base g' :

XV] — gllk Xlk
Donc, X' = g'y B, g/t x;.
Traduite matriciellement, la relation précédente s'écrit :

X'* = o

o
L lve]

g* X*

x'* et x* étant les matrices colonne représentant les composantes covariantes d'un vecteur

., - -
quelconque exprimées dans les deux bases a* et a'* :

or g =AgA dapres
donc x* =AgABg*x*

~N o~ A~~~
N R RN RN

=Agg*x* puisqueAB=1

= A x* puisque g g* =1
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Donc, les composantes de vecteurs exprimés dans le réseau réciproque se transforment
comme la matrice A.

~

Un raisonnement analogue a celui du paragraphe V.2 montrerait évidemment que les
vecteurs de bases réciproques donc contravariants se transforment avec la matrice B :

~

* —

a* 26

18

v}

- .,y . — . .
Conclusion : Les quantités covariantes (a;, X;...) se transforment avec la matrice A tandis que

les quantités contravariantes (gi, x') se transforment avec la matrice B tel que ‘B A=1.

IS

. by g r r .
Remarque : Si les repéres {a} et {a'} sont orthonormés, alors les vecteurs du réseau direct
sont confondus avec ceux du réseau réciproque si bien que B est égal a A (d'apres 2 et ).

5. Quantités covariantes et quantités contravariantes
a. Notion de tenseur

Un tenseur est une grandeur qui en physique cristalline relie deux vecteurs : par
exemple, la densité du courant et le champ électrique sont reliés par le tenseur de conductivité

¢léctrique, le vecteur de polarisation électrique est reli€é au champ par le tenseur de
susceptibilité électrique... On peut exprimer ces tenseurs par leurs matrices représentatives :

j=cE p=xE

c et X sont les matrices représentant les tenseurs conductivité et susceptibilité électrique.

~ ~

Comme les tenseurs représentent des quantités physiques, le résultat doit étre invariant par un
changement de base.

On définit des tenseurs covariants et des tenseurs contravariants.

On montre qu'un tenseur covariant U se transforme comme g :

U=AU"-A
tandis qu'un tenseur contravariant X se transforme comme g* :

X'="BXB

Pour un exposé général sur l'utilisation des notations covariantes et contravariantes en
cristallographie, le lecteur consultera I'ouvrage de D.E. Sands (voir bibliographie).
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Exercice 2.13 : Changement de repére appliqué aux transitions de phases : cas de KH,PO,.

KH,PO, peut étre décrit dans sa phase haute température (paraélectrique) par une maille
quadratique (a = b #c ; a = B =y = 90°) ; en-dessous de 120K, le cristal devient
ferroélectrique : orthorhombique (a'#b'#¢'; a=B=7=90°).

1) Sachant que les coordonnées contravariantes xyz d'un atome exprimées dans la phase
x-y) x+y)

2 > 2

quadratique se transforment en , z dans la maille orthorhombique donne la

matrice de changement de coordonnées contravariantes (];%) et la matrice de changement de
A). )
2) Représenter sur un schéma en projection sur le plan (3,3) les deux mailles ; sachant
que :
a=b=745A
calculer a', parametre de la maille orthorhombique.
3) Quel devient la notation du plan (1,1,1) lorsque le cristal subit la transition de phase?

Solution : On a :

1) xX'=Bx et a'=Aa
(x-y) L1,
X' 2 2 2
Soit : V=&t |=B=| 1 1 0
VA 2 ~ 2 2
z 0 0 1
Sachant que A="B!,ona:

1 -1 0 a=a-b
A=[110J==>B'=§+B
~ 0 0 1 > >

c'=c
2) a=a-b
a?=(a-b).(a-b)=a+b

puisque a est perpendiculaire a b
donca'=10.53 A

3) Les indices (h,k,]) sont des quantités covariantes, elles se transforment donc comme
les vecteurs de bases covariantes, c'est-a-dire avec la matrice A donc :

~
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HERIOEY

Exercice 2.14 : Rechercher la matrice donnant la transformation des coordonnées
contravariantes connaissant la correspondance de notation entre les différents plans
réticulaires suivants :

ancien repere (1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)
nouveau repere (1,1,0) (1,1,1) (1,2,3)

Quelle est la notation dans le nouveau repere d'une rangée [1,1,1].

Solution : les indices de Miller, coordonnées contravariantes se tranforment comme les
vecteurs de base covariantes (réseau direct), c'est-a-dire avec la matrice A, donc :

~

mwle) s e ll) s (3w ly

On trouve par identification :
1 11
A= 1 1 2
013

La matrice de transformation des coordonnées contravariantes s'écrit donc :

lve]
I
a
>
|
[\®) ]
X W

I
1
0

]
—

u' u
se transforme en : V' =B)| Vv
w' W

1 3 1 1 1
soit 2 3 1 [IJZ[OJ
.- 1 0
1 0

1

Remarquons que la nouvelle base a',b'.¢' s'obtient par:
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X N a=a+b+c
[bvle(b]==>B'=§+B+23
¢ “\ec ¢'=b + 3¢

Exercice 2.15 : Le gypse CaSO,, 2H,O est monoclinique (a # b # ¢ ; a =y = 90°, B
quelconque) ; il a été décrit par trois auteurs différents dans trois bases différentes : le premier

auteur le décrit dans la base (1) Zl, Bl, 81, le deuxiéme dans la base (2) 32, Bz, Zz avec :

- -
a,=-2a,-2c¢,
- -

b, =-2b,

- - -
c,=a,t+2c

Enfin, un troisi¢éme auteur utilise la base (3) :

- -
a3 = ay
- -
b;=b,
N

- -
C3 = a2+2C2

. > o o . > o >
Exprimer les vecteurs a;, bs, c; en fonction de a,, b, c;.

2 0 -2 1 0
A= 0 -2 0 ; Ay = 0 1
~ ~ 1 0

1 0 2 ~

Solution :

N OO

|

- - -
A;?0na:a;=A,;a,=A5A,a,donc:

202
11\13 1323%12 0O 2 0
0 0 2
soit : ay=-2a, - 2¢,
b, = -2b,
¢, =2c,

Calculer 2.16 : Calculer dans le systéme cubique les angles entre les plans (1,1,1) et (1,1,1) ;
(1,1,1) et (1,1,0) ; (1,1,1) et (1,0,0).

Solution : Sachant que les normales aux plans s'expriment par des vecteurs H du réseau
réciproque, on a :

- - - - - -
H, = a*+b*+ c* H,=a*+b*-c*

donc H.H,= ]ﬁll \ﬁ2| cos 0
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ou O est l'angle entre les normales.

St ogep o HhFa @ rbreln@ ibrodn a1
of S8 Y T H || H, (@*3) (a*\3) 3a% 7 3
- 0 =70.53°

donc l'angle entre les plans (1,1,1) et (1,1,1) sera: 0'= 180 70.53 =109.47° ; c'est I'angle du
tetra¢dre régulier.

On trouve ensuite : 0'=114.7 ; 6'=90; 6' = 125.3°.

Exercice 2.17 : La forme B de Fe,POs a été trouvée quadratique par étude de diffraction X
conventionnelle ; une étude de diffraction avec le rayonnement synchrotron permettant une
meilleure résolution a montré en fait que Fe,POs ¢était monoclinique, la matrice de
changement de base quadratique-monoclinique étant définie par :

1
amzi(at_bt—i_ct)
b, =-(a;+ by

1
Cm :E(at_bt_ct)

1) Calculer les nouveaux paramétres a,,, by, Cu, B, sachant que a, = b, = 5.336 A, ¢, =

12457 A, o = B = y = 90°. Donner les volumes des deux mailles sachant qu'il y a quatre
unités formulaires par maille monoclinique quelle est la densité de Fe,POs ?

2) Quelle est la nouvelle indexation des plans indexés (0,0,4), (1,1,2) et (1,0,3) dans le
systeme quadratique.

1 311
3) Les atomes de fer occupent les positions (O’E’) et (Z’Z’Z) dans la maille

monoclinique. Quelles sont les positions correspondantes dans la maille quadratique.
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CHAPITRE 3 : ISOMETRIES PONCTUELLES, SYMETRIE D'ORIENTATION
OU SYMETRIE PONCTUELLE DANS LES CRISTAUX

I- ISOMETRIES : ROTATIONS, ROTOINVERSIONS ET TRANSLATIONS

Aprées avoir traité des réseaux et de leur transformation, nous allons définir les régles
régissant la symétrie macroscopique des cristaux : recherche d'opérateurs de symétrie laissant
un point de l'espace cristallin invariant, ensemble d'opérateurs formant un groupe ponctuel de
symétrie et dénombrement de ces groupes de symétrie.

1. Définition d'une isométrie cristalline

Une isométrie a est une correspondance un a un de l'espace cristallin {X} vers l'espace

cristallin X tel que pour tout couple de points [P,Q] appartenant a {X}, la distance |P_Q| entre
ces points se conserve apres application de a (figure 3.1) :

jow (P) - o (Q)] = [PQ)

o (P)

a(Q

Figure 3.1 : Exemple d'isométrie
Ainsi, une rotation, une inversion ou une translation sont des isométries.

Remarquons que cette définition implique en fait que 1'isométrie conserve le produit
scalaire de deux vecteurs puisqu'elle conserve les normes.

De plus, si l'isométrie conserve au moins un point, c'est-a-dire si il existe au moins un
point P dans {X} tel que :

oP)=P
alors a est une isométrie ponctuelle ; ainsi, la translation qui ne conserve aucun point n'est

pas une isométrie ponctuelle ; on peut montrer qu'il existe deux classes d'isométries
ponctuelles : les rotations et rotoinversions (ou rotations inverses).
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2. Rotations

a. Définition de l'angle de rotation

>

<
5

-

(@)

Figure 3.2

Le point M' est obtenu a partir de M par rotation d'angle ¢ dans le sens trigonométrique

g 1
duvecteur r en 1" :

?=oc(?)
M'=a (M)

Naturellement, une rotation est définie a 2w pres :
¢ = ¢, * 2kn
Il existe donc une infinité de maniéres d'arriver au point M'.
La rotation identité :
¢=0+2kn
représente 1'é1ément neutre des isométries. Une rotation conserve le sens du triedre.

En cristallographie, les rotations auxquelles nous aurons affaire seront telles que :

2m  360° .
¢=7, =", aveen entier

Ainsi, aprés n rotations successives, on retrouve le point de départ. On appellera ce type

de rotation, rotation n ou d'ordre n. Ainsi, une rotation 4 implique une rotation de 5. Le
pliq 2

tableau 3.1 rassemble les différentes rotations que nous utiliserons.
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n 1 2 3 4 5* 6
0 2n T 2n T

¢ T 3 2 5 3

mod (2m) 180° 120° 90° 72° 60°
Tableau 3.1 : Rotations d'ordre n, 1 <n <6
b. Ensemble d'opérations définies par un axe d'ordre n
Un opérateur axe n contient n opérations : n!, n2..n" :
Opération n! n? n’ nt n! n" = (
. 2n | 2nx2 2nx3 2nx 4 2n x (n-1
Angle de rotation 0 1 1 n 1 2n

Si on tourne dans le sens des aiguilles d'une montre, alors la rotation devient :

Les axes d'ordre 1, 2, 3, 4 et 6 conduisent donc aux opérations suivantes :

-axe 2
ou axe binaire

-axe 3

ou axe ternaire

- axe 4
ou axe quaternaire

-axe 6
ou axe sénaire

2

22 =

3t =

32

33 =

41 =

42

4 =
44 =

6!
62
63
64
65
66

n! n?.. noODh

=65

=3 =64
=2 =63

=62
=6!
=0

= 3-1

Rotation de 180°
Rotation de 360°

Rotation de 120°
Rotation de 240°
Rotation de 360°

Rotation de 90°

Rotation de 180°
Rotation de 270°
Rotation de 360°

Rotation de 60°

Rotation de 120°
Rotation de 180°
Rotation de 240°
Rotation de 300°
Rotation de 360°

On remarque donc qu'un axe d'ordre n contient n rotations.

Les projections stéréographiques correspondantes sont représentées figure 5.3, 'axe de

rotation étant confondu avec 1'axe nord-sud de la projection (voir chapitre 1).

* Cette rotation, interdite par les lois de la cristallographie, existe dans une nouvelle famille de solides : les quasicristaux.
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Figure 3.3 : Représentations stéréographiques des axes 2, 3, 4 et 6
c¢. Notation de la direction de l'axe de rotation

L'axe de rotation cristallographique est toujours confondu avec une rangée du réseau
[u,v,w] : on symbolisera une rotation d'ordre n autour d'un axe [u,v,w] par : [vIn

Ainsi, 1012 représente une rotation d'ordre deux autour d'un axe confondu avec une
rangée [1,1,0].

Une rotation n autour de 8, [0,0,1] sera noté n.
Ainsi, implicitement, 3 = [0:0.113

d. Composition ou produit de deux isométries

Soient o et B deux isométries telles que : y = a B, on effectue l'isométrie B puis
l'isométrie o.. On a : y(?) =a B (r)=a (Br); ¥ est une isométrie puisque |B(?)| = 1] et que
|ou(r)] = [r.

Le produit de deux isométries est donc une isométrie.
3. Rotoinversions n

En cristallographie, rotoinversion n est souvent appelé axe inverse d'ordre n (prononcer

moins n) ou encore axe 1.
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a. Inversion

L'inversion par rapport a un centre 0 donné est une isométrie ponctuelle puisqu'elle
conserve la norme d'un vecteur et que le centre 0 se transforme en lui-méme. L'inversion
inverse le sens du triedre. Donc, contrairement aux rotations ou translations, un objet apres
inversion n'est pas superposable a l'objet initial.

Le centre d'inversion O est aussi appelé centre de symétrie et sera noté 1 (prononcer
moins un).
La figure 3.4 donne la représentation stéréographique d'une inversion de centre 0.

- ~
/S o+ N
/ \

/ \\
l/ !
[ . !
\ ’

/

\ /

\\ /

N o 7
\\ //
1

Figure 3.4 : Projection stéréographique de I'opération inversion
L'opération inversion comprend deux opérations :

1=1° Indentité
1 Inversion
b. Rotoinversion
Le produit d'isométries étant une isométrie, toute combinaison du centre d'inversion

avec une rotation d'axe passant par le centre d'inversion est une isométrie ponctuelle.
Cette isométrie est appelée rotoinversion ou axe inverse ; elle sera notée :

[uv w]n

On dira avoir un axe "moins n" autour de [u,v,w].
Les rotoinversions 2, 3, 4 et 6 conduisent donc aux opérations suivantes :

- Rotoinversion : 2 (figure 3.5)

C'est une rotation de m autour de ¢ suivie d'une inversion ; sa projection stéréographique
est représentée figure I116.



68

axe 2 2 (M)

Figure 3.5 : Représentation de la roto inversion 2=m

La rotoinversion 2 est équivalente a une opération symétrie par rapport a un miroir
perpendiculaire a l'axe 2 et passant par le centre 0 comme le montre la figure 3.5.

Les points générés par 1'isométrie 2 (m) sont uniquement les 2 points M et M' puisque :

m (M) =M
etm(M')=M
Attention :

transformation, il n'est en aucun cas généré par 2.

- Axe 3

Le point appelé¢ 2(M) sur la figure 3.5 est un point intermédiaire de la

Tout point Mi équivalent a M sera obtenu par une rotation d'ordre 3 suivie d'une

inversion de centre 0 (figure 3.6(a)).

A l'axe d'ordre 3 correspond six positions équivalentes donc six opérations :

31 32 3B=j 34 3 36
M M2 M3 M¢ MS Mé=M
— T T — <
7~
7~ O \\\ Y X \\\
/ \ / \

/ X X\ / \
/ \\ / \\
{ /A 1o B ol
\ \

\\O (@) /I \\ /I
\ N et \ el
\\\ /// \\\ X ///

3 4
() (b)

correspondant aux points
sur la figure 3.6(a)

// s
/ @ AN
/ \
/ \
: AT
‘\ I
/
\ /
\\ ® /
/7
\\\ 7

Figure 3.6 : Représentation stéréographique de 3,4et6
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Remarquons que 3 contient 'inversion puisque 33=]
- Axe 4

Tout Mi équivalent & M par une opération de 4 sera obtenu par une rotation d'ordre 4

suivie d'une inversion i. A I'axe 4 correspondent donc les opérations :

4, = , 8, 44 correspondant aux points
|\ L M2 , M3 , M* =M sur la figure 3.6(b)

- Axe 6

Par rotation 6, c'est-a-dire rotation 6 suivie d'inversion, on obtient les points M!, M2,
M3, M4, M5, M¢ = M sur la figure 3.6(c).

Remarquons que la roto inversion 6 contient les ¢léments rotation d'ordre 3 et de la roto
inversion m perpendiculaire a 3.

En conséquence, on peut écrire 6 = 3/m (prononcer 3 sur m, le mot "sur" signifiant
perpendiculaire a, c'est-a-dire un axe d'ordre 3 perpendiculaire a 1 miroir m).

Remarques :

lwwim signifie miroir perpendiculaire a la direction [uvw] ; cette direction correspond en
fait a l'axe 2 qui a généré l'opération m.

Une roto inversion change le sens du triedre.

I1- ELEMENTS DE SYMETRIE ET REPRESENTATION MATRICIELLE D'UN OPERATEUR
1. Elément de symeétrie

L'élément de symétrie de l'isométrie ponctuelle o est défini par I'ensemble des points
inchangés par o :

{points P} tel que o (P) =P

Ainsi, le point 0 est I'¢lément de symétrie de toute roto inversion (sauf pour la

rotoinversion 2 = m pour laquelle 'élément de symétrie est le miroir lui-méme) ; I'axe de
rotation est 1'élément de symétrie de toute rotation.

2. Relations linéaires

Une relation a est dite lin€aire pour un espace vectoriel \V si pour tout 7,8 appartenant
a\V et pour tout x appartenant a R, on a :
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a(f+s)=a(r)+a(s)
a(xr)=xa(r)

Une rotation est une relation linéaire (figure 3.7).

A

é
\
\
‘1

of

0]

Figure 3.7 : Exemple de relations linéaires: rotation d'ordre n autour de ¢

. - N AL -
La rotation d'ordre n autour de c conserve le parallelogramme bati sur 0, r et

s (0, oc(?), (x(g)) ; elle conserve donc la diagonale :
a(fT+3)=a(r)+a(s)
De méme, on a x oc(?) =a (x?) puisque les longueurs se conservent.

On pourrait aussi montrer que inversions et roto inversions sont des relations linéaires.

3. Conséquence : écriture matricielle des opérateurs de symétrie

. > 5> > , . -
Soient a,, a,, a; les vecteurs de base du réseau direct et r un vecteur quelconque
exprimé dans cette base :

—
r=

X; a; (notation habituelle)

Mo

1

Considérons I'effet d'une isométrie o dans 1'espace cristallin {X} sur T

a(r)=r =2 x| a,
i=1

Puisque l'isométrie est une relation linéaire, on a :

0‘(?) =a(x El)1 X, El)2 + X3 El)3)
- - -
=a(x;a;)ta(x;a)to(x;a;)

- - -
=x; a(a;) T x, a(ay) + x5 a(as)
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Donc la connaissance des (x(ﬁ)i) permet de calculer les (x(?).

- . , . . , . .
Comme les a (a;) sont aussi des vecteurs de 1'espace cristallin, ils s'expriment toujours

en fonction de la base {E{i} :

- - - -
a(a)=1;a, +1a+1; a;
- - - -
a(ay)=ly,a; +1ya,+1; a;

- - - -
a(as)=lza; +1ya,+15; a;
donc :

- - - - - - - - - -
o(r) =x(Ij;a; T 1 ay+ 15 a3) +x(Ip a; + 1y a, + 15 a3) +x5(155 a3 + 1y a, + 155 a5)

- - -
=a; (X It lnp x5 1)+ ay (X by + X0 Ly X3 1)+ a5 (% Iy + X, 15 + x5 1)

> \ g ' e !
=a, X +a, X5 + a; X3
1
X Ly Lo Ls ] [x
soit en écriture matricielle : X5 =l Ly Ly| [ x;
X' Ly Ly L] Lxs
Oou encore :

x'=Rx

~ N o~

, . .. ) . N
R est la représentation matricielle de l'isométrie o dans la base a,, a,, a;.

A toute isométrie a correspond donc une matrice R telle que chacune de ses colonnes

. - - - > o >
soit les composantes de a (a;), a (a,) et o (a;) dans la base a, a, a; :

| | | |
R=|a(@) | o) I o (ay) |=| o (a) ; a (b) } a ()

1 L ' N - > >

Remarque : a) Une isométrie n'est pas un changement de repére : les vecteurs a; a, a;
N . . —

restent les vecteurs de base aprés application de o.. Par contre, les {a(a)} sont des vecteurs

. , . —. . A . “ge o , . .
physiquement équivalents aux {ai} et auraient pu étre aussi utilisés pour décrire le cristal au
départ ; aucune mesure ne permettrait de les différencier.

. . ry * , , . . . e
b) Si a est une isométrie possédant une représentation matricielle R, alors a r,

et 1, correspondent par o oc(?l) et oc(?z) tel que |?| = |?1 - _r)2| = |0L(?1) - oc(?z)| = |a(?1-?2)| =|a
— . - - . . . .y . ’ .
(1), soit r.r = a(r).a(r) donc, traduite matriciellement, cette dernicre relation s'écrit :

rgr= 1, "‘RgRrsoit g ="RgR.
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4. Exemples

14 . . . . . 7 14
a. Représentation matricielle d'un axe binaire autour de b dans une base appelée base

monoclinique (a #b#c, a=y= %/3 # %) (figure 3.8).

Ona: oc(g):—gpuisqueyzg

o (B) =b puisque b est élément de symétrie

— - . T
o (¢) = c puisque o =3

Figure 3.8 : Rotation [*1.92 dans une base monoclinique

100
== R, =| 010
z"Z

001

7

b. Rotation binaire [92 dans une base quadratique /(a =b#c a=pf=y= %}

a(a)=b
ou a(b)=a ( figure 3.9
a(S)=-¢
010
100

1101, -

p—

00
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A'E
\
\
\
- > N
a(a)=b \\
Y b
e
L} ///
| e
| //
l 7
— ] //
a ! //
- 1 /7
ab)=ay [1,1,0] 5 “77777777" V """ [1.1.0] 5
o ()

Figure 3.9 : Axe [1,1,0], dans une base quadratique

c. Miroir '1.09lm dans une base quadratique (figure 3.10). Ce miroir est perpendiculaire a la
rangée [1,1,0] (voir paragraphe 3b)

- —
o -a

(b)
A

[0.0.1] 4

]

[1,1,0]

Figure 3.10 : Miroir [:10)m a) et axe 4 b) dans une base quadratique

Ce miroir est perpendiculaire a la rangée [110].

o (a)=-b 0170
ona: a®)= > Ru,=| 1
a(?:)):c )

d. Axe quaternaire dans une base quadratique

L'axe 4 est parallele a ¢ (figure 3.10), donc :
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a(a)=b,a(b)=-aeta(c)=c¢

010
== R=1 100
001

Remarque : Les coefficients de R, sont entiers puisque la base choisie possede la symétrie 4.

~

e. Axe ternaire suivant [0,0,1] dans une base orthonormée ?7}) (figure 3.11(a)), hexagonale
(figure 3.11(b)), ou cubique (figure 3.11(c))

o (b) =-(a+b)

«Ty
\

\

(a) Orthonormée [0.0.113 (b) Hexagonale [0:0.13

(11,113

(>L(-b5=-c> oca);l;

a(g) 2

(c) Cubique [-1:13

Figure 3.11 : Effet d'un axe ternaire sur différents bases

Dans une base orthonormée (Y,T,E), un axe 3 de direction parall¢le a K transforme les
vecteurs de base selon :
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3@ i LU VE cos(120) -sin(120) 0
Ot(l 2 2
2 "2
3 7 p==>R= 3 1 =| +sin(120) -cos(120) 0
o (=19 S
0 0 1
a(l)=T Lo o 14

Les coefficients de la matrice R ne sont pas entiers. Si, par contre, on décrit I'axe 3 dans

une base hexagonale (a=b #c,y=120° o =B= g) qui posseéde la symétrie 0013 (figure

3.11(b)), alors les coefficients de R sont entiers :

a(@)=8 010
Q(B)=-Z+B) ==> Roo1 liO
a(c)==c¢

©) 001

De méme, une base cubique Z,B,g (a=b=c,a=B=y) possede, entre autres, la
symétrie 3 suivant [1,1,1] et les coefficients R;; sont aussi entiers (figure 3.11(c)).

a(@)=b 001
a(B)=¢  => R=|100

oo 010
a(c)=a

On conclut qu'une opération 3 possede plusieurs représentations dépendant de la base
utilisée.

Remarque : La trace ou caractére de la matrice est une constante pour une rotation donnée ;
en effet, il est facile de vérifier sur les exemples ci-dessus que :

5. Construction générale et interprétation des matrices représentatives des
rotations et roto inversions

Nous allons donner ici une méthode générale permettant de construire une matrice R
quelconque connaissant l'isométrie o et réciproquement.

a. Propriétés de R lorsque la base est orthonormée

Appelons EI la base orthonormée i, Tl, K, (figure 3.12). Soit un opérateur de rotation
L d'angle ¢ autour de L représenté par son vecteur unitaire T et de matrice associée R,. Les

cosinus directeurs 1, 1,, I; de T sont par définition :



>
z
=

—¥

Figure 3.12 : Définition des vecteurs de base

Recherchons quelles sont les composantes générales de 1'opérateur associé a la rotation
L d'angle ¢. Il est utile de définir une nouvelle base orthonormée E2 TZ,TZ,EZ, plus adaptée a
la rotation L, en faisant coincider par exemple T avec K, (figure 3.12). La représentation

matricielle R, de I'opération L dans la base _i)z,j)z,ﬁz est alors :

cos¢p -sing O

R =| sing coso O 1

2

0 0 1

puisque T est confondu avec K,.

Soit B la matrice de changement de coordonnées telle qu'a tout vecteur V, de
composante V,, exprimé dans E, posseéde les composantes V, dans la base E, selon :

V,=BYV,

~ ~ o~

Trouvons les relations liant la matrice R, a la matrice R,. Pour cela, imaginons le circuit
suivant :

v}

=<
\L HUE
=
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d'ou V,=BYV,
VitRV,
dot V| =R,V,=B'R,BY,
2

c'est-a-dire R =B!'R.B

Les deux matrices R se transforment donc par une relation dite de similitude ; les
matrices R sont donc des matrices semblables.

Une propriété importante des matrices semblables est que leur trace (ou caractere) est
invariante par tout changement de base ; cette trace est donc €gale a la trace de la matrice R,

(équation 1) :

TRIZTR2=1+2cosq)

e

Conclusion : La trace de la matrice représentative d'une rotation ¢ est un invariant égal a :

Tp=1+2cosop
Remarque : Ce résultat est vrai, que la base E soit orthogonale ou non.

b. Calcul de la matrice R ;

A titre d'exercice, calculons cette trace a partir de l'expression 2 :

-1

S

u =
I

u
!
vl
IS}

dans le cas des deux bases orthonormées E, et E,.

Tout d'abord, E, et E, étant deux bases cartésiennes, les repéres E;* et E,* réciproques
sont confondus avec E, et E, respectivement. La matrice B de changement de coordonnées est
donc égale a la matrice A de changement de base (voir Chapitre 2.4.4).

et puisque ‘BA=1

ona B = B-!

&

Cette derniére relation est une propriété des matrices dites orthogonales. Il en résulte
que :
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Iy Iyp I3 by, by by | [cosp -sing 0 by, by by
==> [Ty Iy I3 |= |bp by by sing cos¢o O by by by, 3
bi; by by [0 0 1 by by by

I3 T3y Iy

. > > P >
Exprimons 1, j, k; dans la base 1,, j,, k,,ona:

X1 B 1
Yo | = 0
= IS
[ X | B 0]
Yo | = 1
o) P

Rl

Dong, les coefficients b;; sont les composantes de ?1 dans E, ; de méme, les b, et b;;
sont les composantes de Tl et K, dans E, et puisque K, est confondu avec [ (figure 3.12), les

cosinus directeurs de 'axe de rotation 1 sont :

b31 = TI'EZ = 11
by, = TI-EZ =1 s
b33 = EI'EZ = 13

En développant 3, on obtient :
r;; = b2 cose + b,,2 cose + b2

et comme les f;, sont les cosinus directeurs de i1 dans la base E, :
b2+ by +by2 =1
si bien que :

r;; = (1-b3?) cose + bs?
=(1-12)cosp + 1,2 d'apres ¢

De méme, on trouve

r; =(1-12) cosp+1;?
r;3 = (1-12) cosp + 152

il en résulte que :

Tr =1y + 1 + 133 = (1 - cos@) (1,2 + 1,2+ 1;2) + 3 cose
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donc :
Trg=1+2cosp

On retrouve le fait que la trace est invariante lors d'un changement de repeére
orthogonal.

Le calcul des termes non diagonaux de R, se fait en utilisant la propriété £. On trouve :

1,2 (1-cos@) + cosp 1, I, (1-cos@) - 13 sing 1, 15 (1 - cosp) + 1, sing
R, =|L1i (I-cosp)+Lsing 12 (1-cosp)+cose L 15(1-cosp)-1 sing
~ I 1, (1-cosp)-1,sing 151, (1 -cosp)+1, sing 1;2(1 - cosp) + cose
7

La matrice s'exprime donc uniquement en fonction de 1, I, 1; et @ comme on pouvait s'y
attendre si bien que les termes extra diagonaux permettent de calculer les valeurs 1, 1,, 15
(¢ # 180°), donc 1'orientation de L dans le repere E,.

c. Cas d'une roto inversion

Puisqu'une rotoinversion est le produit d'une rotation par une inversion, il suffit de
multiplier la matrice R, 7 par la matrice représentation de l'inversion :

ce qui revient a inverser les signes de la matrice précédente.
d. Calcul de R pour une base quelconque

Nous avons montré précédemment que toutes les matrices R sont reliées par des
relations de similitude ; donc, si R, est la matrice rotation dans un repére orthonormé

quelconque, alors on a :
R=B'R, BavecV, =BV
11 suffit donc de faire un changement de la base quelconque vers une base orthonormée.
Choisissons par exemple Y,T,E tels que K soit parallele a ¢, T parallele a cAa (// B*) et 1

perpendiculaire a T etk pour le triedre Y,T,ﬁ soit direct :

(GAK) =+1 (figure 3.13)

Puisque V,=BVetBA=1
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bl 1 b21 b31
= b12 b22 b32
b13 b23 b33

ona:

ol ol o
Il
a
v}
| |
AL
L =
=

donc : =by K puisque c//ak
H

=by, i+ b;, K puisque T est perpendiculaire a a

donc :

=y

Figure 3.13 : Changement de repére

De plus, en appliquant la relation de changement de base au tenseur métrique (relation
2 du chapitre 2), on a :

Qo

=‘L’BI

Qo

:‘L’B

Mo}

puisque le tenseur métrique de la base orthonormée est E et que TI% est la matrice permettant
de passer de T,T,E vers E,B,g ®).

Donc, en remplagant :

a2 ab cosy  ac cosB a;’+ay’ ajap T a3 ap A as

abcosy b2 bc cosa =lajaptaga; aptap’tay’ apag
accosB bccosa ¢ a3 as; ay, s a’s;
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soit par identification et apres avoir utilisé les relations du type :

cosa. cosf - cosy
sina sinf3

*

cosy” =

on trouve :

asin  -bsina cosy* 0
0 b sina siny* 0
a cosf b cosa c

B

o

Connaissant B, pour avoir R, il suffit ensuite d'appliquer la relation de similitude.
e. Conclusion
Bases orthonormées

Soit R = [r;] une matrice représentative d'une isométrie ; comme la rotation conserve le
sens du triedre tandis qu'une rotoinversion l'inverse.

Si: [R| =+1, on a rotation
R| = -1, on a rotoinversion

Dans le cas ou c'est une rotoinversion, on multiplie tous les r; par -1 pour trouver la
rotation correspondante.

On calcule alors la trace de R :
Tr= 1+ 2cosp = % I
i=1
Tg-1
==> (= Arccos T
La direction de I'axe (1,,1,,15) est calculée a partir de 1'expression 7.

Si @ est différent de mt, alors on a, d'aprés Z: 1y, - 1, = - 215 sing

I -Tp
donc : L="—"
2 sin@
A I3 - 13 Ly - 1ys
De méme : L=5— =5
2 sing 2 sin@

Si on a affaire a une rotation binaire, alors 7 donne :

=1.2 : 2_(1'11——’_1)
1, =12 (1 - cosp) + cosp soit 1,2 = 5

" I+ 1 r; +1
De méme, 1,2= T et I;2= 5
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Comme la rotation est de 180°, le sens de rotation est indéterminé si bien que nous
pouvons choisir par exemple 1, positif, le signe de 1, sera donné par le signe de r,, et le signe
de I; par le signe de 1,;.

Bases quelconques

Les matrices rotation sont liées par relation de similitude si bien que la régle de la trace
reste toujours valable quelque soit le type d'isométrie.

Pour trouver les cosinus directeurs de la rangée, la méthode la plus simple est la
suivante : tout point appartenant a l'axe de rotation est invariant par rotation, donc :

a(D=T
soit R1=1

~
~ o~

==> [R-I]1=0 10

On obtient une équation aux vecteurs propres avec une valeur propre égale a 1.

Exercices 3.1 :

0 0 1
SOltIN(= i 0 0
1 1 1

Quelle isométrie représente cette matrice ?
Calculons le déterminant et la trace de R :
IR| = +1, nous avons donc affaire a une rotation
T
Tr=1=>1+2cosp=1 =>0=5
Appliquons I'équation 0 :
I
[R-I]1=0avecl=|L

~ o~ o~ 13

Ilenrésulte que: 1, =-,=-1;

La direction de rotation est donc + [i,l,l].

Le sens est donné en remarquant qu'un vecteur T quelconque non confondu avec 1'axe
de rotation se transforme en oc(?) tel que T, oc(?) et la direction T (figure 3.12) forment un

triedre direct, c'est-a-dire que le déterminant bati sur T, oc(?) et T doit étre positif.
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Choisissons un vecteur r simple, par exemple a :

1 I‘ll 11

alors 0 1 L{>0 puisque d (r)=R r

. . <o . , . . i
La direction est donc [1,1,1]. La matrice R est donc représentative d'une rotation de o)

. > o o
suivanta - b - c.

Exercice 3.2 :
Soit une base appelée rhomboedrique telle que :

a=b=c=10A et a=B=y=60°

Quelle est la matrice rotation d'ordre 4 suivant [i 11]?

Réponse : Pour résoudre ce probléme algébriquement, passons par une base orthonormée et
appliquons la relation 2. Ensuite, appliquer :

Vg, =B Vpavec Vp =

— ]

On trouve donc les composantes 1;,1,,1; de T dans le repere orthonormé permettant
d'exprimer la matrice Rg, puis I'application de la relation de similitude permet de calculer R,.

. . . . LY .
Remarque : Cette matrice de trace +1 est bien une matrice rotation de 5 et ses coefficients

entiers montrent qu'un réseau bati sur cette maille thomboédrique posséde une symétrie

quaternaire : ce réseau rthomboédrique est un réseau simple d'une maille cubique a faces
centrées obtenue par :

— 0 L —>

a 2 21,

b 1L L
2 2

€ Jrhomb 1 1 0 ¢lcr.c.
2 2 |

1
maille de multiplicité : 1
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7. Relations entre les matrices rotation exprimées dans le réseau direct et les
matrices exprimées dans le réseau reciproque

. . . . ., . y y .
Imaginons le circuit suivant : soit r;* un vecteur exprimé dans la base réciproque
. , ' s > 2y . . \
(contravariante) que l'on transforme par l'isométrie o en r,* = a (r,;*). Ceci revient a

transformer r*, de composantes x*, en ses composantes X, dans la base directe puis appliquer

o (1, = a(r;)) puis retransformer T, en r,* Donc :

-1

1240l
=

R*

X*l X*2 = 1}* (X*l)

X, =glx*
g“L Tg X2 “Rgixh
- X*=gRglx*
R
__V__

X1

Figure 3.14

De plus, comme l'isométrie conserve le produit scalaire, on a :

- - - -
.1, =T,T1,

soit Tx; g x; =X, g X, =Tx; TR g R x;

~ ~
~ N o~ ~ N~ ~

soitg=TR g R 12

~ A~ o~
IS

Cette relation 2 peut €tre considérée comme la relation de définition d'une isométrie
puisqu'elle exprime la conservation du produit scalaire.

Appliquons 2 a 1, il devient :

* —

a =
uaq
a =
209
I
—
u =
el
uoq
I
—
a =

Conclusion : L'opérateur matriciel correspondant a R dans 1'espace réciproque n'est pas R
mais s'obtient par :

R* = TR-] 13
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8. Application : Indexation de faces equivalentes connaissant les relations de
symétrie dans I'espace direct

Prenons a titre d'exemple un cristal de symétrie 6 décrit dans un systéeme hexagonal ;
calculons les indices des six faces équivalentes a une face en position générale, c'est-a-dire un
plan (h,k,1).

Remarquons tout d'abord que a (h,k,l) correspond un vecteur du réseau réciproque H=

— - — , . , .
ha* + kb* + Ic* et que les vecteurs H' sont ¢quivalents donc les plans et faces équivalentes
par symétrie doivent €tre générés a partir des matrices rotation de l'espace réciproque :

*R =R-1 14

Avant de faire ce calcul, nous allons tout d'abord décrire les directions principales du
réseau hexagonal, direct et réciproque. Celles-ci sont définies sur la figure 3.15 :

b
l)\20°
60° \
! N o
- _‘i _3* L b
a a* b* b @

Figure 3.15 : Directions principales du réseau hexagonal (espace direct et espace réciproque)
Pour calculer les directions des normales aux faces, il y a donc deux possibilités :

- Calculer les matrices R* a partir de R.

- Déterminer directement R* par :

Prenons cette deuxiéme méthode. L'opérateur 6 = 3/m, représenté sur la figure 3.16,
1

S
contient six opérations : 1, 3!, 3-1, [001]m, 6! = ™Y 61 = m- En utilisant la figure 3.15,on a :
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110 . N
% — puisque  3!'(a*)=-a*+b*
[31 100 ot 3 (B =20
0 01
010
x| = = puisque 3! (Zf*) — _b*
[3-1] 1 10 et 31 (b*) = PEIPE.
0 0 1

De méme, on trouve :

1
mpe=| }
i

1 1 1
[6-7* = [3']* x ! 10

1 0 1 0
o =31x| { '
i

0 0 1

oS O

[
[a)
[a)
[e—

—
—
)

Dong, les faces équivalentes a la face générale (h,k,1) sont calculées par :

h' h
k' [=[R*]| k
I - ]
On trouve :
h ~(h+k) k h -(h+k) k
k| h ;| ~(htk) ks h ;| ()
] ] ] i -1 I

respectivement pour les opérations 1, 3!, 3, m, 61, 6.

Le lecteur est invité a retrouver ces résultats a partir de la relation 4.
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Va{hkil}

Dipyramide v
trigonale

Figure 3.16 : Opération 6 et projection stéréographique d'une face (h,k,l) en position
générale.

I11- ISOMETRIES PONCTUELLES CRISTALLOGRAPHIQUES : DEFINITION
1. Introduction : Exemple de groupe de symétrie
Considérons un ensemble comportant les quatre opérations suivantes

{ 1,100112 1100lm, [010m } exprimés dans une base orthogonale azb#c, o = =y = /2 ; les matrices
associées sont les suivantes :

10 0 1 1 0 0 1060
[1]=( 0 1 0 J;wom2= 1 ;0m=| o 1 o [;Pm=| o 1 0
001 1 0 0 1 0 0 1

Appliquons ces opérations a une face cristalline (h,k,l) : dans ce cas, les directions de a

>, > - o > . . .
* b*,c* sont celles de a,b,c donc les matrices sont identiques dans les deux espaces ; on

trouve les quatre faces équivalentes suivantes (h.k,l) ; (1_1,l_<,1) ; (fl,k,l) et (h,l_<,1) dont le
stéréogramme est représenté figure 3.17.

Classe mm2 (C2v)
Sox XN\
Il ‘\
{hkl} { 4 :
X x /
S Pyramide orthorhombique

Figure 3.17 : Stéréogramme du groupe mm?2.

Cet ensemble de quatre opérations vérifie les propriétés suivantes :
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e il existe un ¢élément neutre ou identité(e) de nature transformant h,k,1 en lui-
méme. Sa matrice représentative est :

1 00
[1]=1=| 0 1 0O
“Loo
e chaque opération posséde un inverse appartenant au groupe de ces quatre

opérations (dans ce cas particulier, chaque opération est son propre inverse) :

mxm=1
2x2=1

- le produit des opérateurs est associatif :
(mxm)x2=mx(mx?2)
- chaque couple d'opérations g; g; vérifie :
gi X g~ &

ou g, appartenant a I'ensemble des quatre opérations : ceci se vérifie par la
table de multiplication :

1 [0011) (1001 (0101

1 1 [0011) (1001 [0101p
[0011 [0011) 1 [0101 [1001m
[100]m [100]m [010]m 1 (0011
[0101 (0101 (1001 (0011 1

Un tel ensemble d'opérations s'appelle un groupe.

Exercice 3.3 :

Faire la table de multiplication du groupe 32 défini dans la base hexagonale : les
¢léments de symétrie sont les suivants : (0013 [10012 " [01012 " [110]2

2. Définition géneérale d'un groupe
Soit G un ensemble non vide muni d'une loi de composition binaire (x) tel que :
axb=c
L'ensemble G est un groupe sous la loi de composition si, quelque soientaetb, ona:
- ax b =c avec EG (relation de fermeture),
-(axb)x c=ax (bxc) (associativité),

-Jetel que axe=exa=a (¢lément neutre),
-dbtel que Vabxa=axb=e (existence d'un inverse).
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Ainsi, I'ensemble des matrices (3,3) représentatives d'isométries est un groupe sous le
produit matriciel.

3. Isométries et groupes cristallographiques

Une isométrie est une isométrie cristallographique s'il existe un réseau L tel que tout
point du réseau puisse coincider, apreés application de l'isométrie avec un autre point du
réseau a une translation pres.

Un groupe cristallographique est donc un groupe dont les éléments sont des isométries
cristallographiques.

- r ] \ b ] M M ] r . r .. .
Alors, pour tout vecteur r du réseau, c'est-a-dire dont l'origine et I'extrémité coincident
avec des noeuds du réseau, si a est une isométrie cristallographique, on a :

- - - - .
o(r)=ua+vb+wc avec u,v,w entiers

Ces groupes cristallographiques peuvent donc comporter des opérations rotation,
rotoinversion, translation et toute combinaison rotation translation. Cette définition conduira
a la notion de groupe spatial (voir chapitre V).

4. Groupes ponctuels cristallographiques ou groupes d'orientation

Un groupe ponctuel cristallographique est un groupe cristallographique qui laisse au
moins un point invariant par toute opération du groupe®. Ce point est choisi comme origine
du groupe. Il en résulte que ce point origine doit appartenir a tous les éléments de symétrie
donc le point laissé invariant est nécessairement le point d'intersection de tous les éléments de
symétrie du groupe. Il en résulte que dans un groupe ponctuel, les éléments de symétrie du
groupe ont une intersection commune choisie comme origine du groupe.

5. EIéments de symétrie compatibles avec un groupe cristallographique

. . y, . . . . . , N ->
Si a est une isométrie cristallographique, alors il existe un réseau L de paramétres a;, a

2 5)3 tel que :
oa(L)=L

- - - . o . Ie .
donc a(a;), a(a,), a(as) doivent coincider avec des nceuds du réseau soit :

3
oc(gj) =2 u; E{i avec u; entier

Les éléments de la matrice R représentative de l'isométrie a doivent dont étre des
nombres entiers positifs, négatifs ou nuls. Une isométrie cristallographique impose donc que
la trace de la matrice représentative de a soit enticre.

a. Cas des rotations

* d'ou le nom de groupe ponctuel



90

Nous savons par ailleurs que la trace de la matrice R est un invariant caractéristique de

~

la rotation :
Tr =1 + 2cose = entier

¢ ¢étant l'angle de la rotation associée. Puisque la fonction cosinus n'est définie qu'entre -1 et
+1, la trace de la matrice ne pourra prendre que les valeurs -1, 0, 1, 2, 3, ce qui conduit aux
possibilités suivantes (tableau 3.2) : ¢ = 180, 120, 90, 60 ou 0° ; les rotations compatibles
avec un réseau de translation sont donc les rotations d'ordre 2, 3, 4, 6 et I'élément neutre.

1+2 cos@ COS( o(°) o(rad) Axe
-1 -1 +180 T 2
0 -1/2 +120 2m/3 3
+1 0 +90 /2 4
+2 +1/2 +60 /3 6
+3 +1 0 0 0
Tableau 3.2

b. Cas des rotoinversions
Les traces possibles sont elles que :
B3 <Tr<+1
et les rotations correspondantes sont donc :
1,2,3etb6
si bien que les rotoinversions compatibles avec la symétrie cristallographique sont :

1 (inversion), 2 (miroir), 3,4,6 (%)

c. Conclusion

Pour former un groupe ponctuel cristallographique, nous pourrons combiner les 5

rotations et les 4 rotoinversions cristallographiques (puisque 6 est obtenu par l'ensemble des
opérations de 3 et d'un miroir m perpendiculaire a 3, voir paragraphe 3.b)

Les groupes de symétrie de position utiliseront en plus les propriétés de translation.
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IV. DENOMBREMENT DES GROUPES PONCTUELS

Nous allons donc chercher toutes les combinaisons possibles d'opérateurs de symétrie
cristallographique et la maille correspondante, c'est-a-dire une maille générant un réseau L tel
que :

ao.(L)=L

Remarques : Les groupes seront repérés par la rotation cristallographique dite de Hermann
Mauguin ; a la fin de ce chapitre figure une annexe qui récapitule tous les groupes et les
facies cristallins correspondants. Dans 'annexe figure aussi la notation du groupe utilisée en
théorie des groupes, notation de Schonfliess.

1. Groupes monoaxiaux de premiere espece ou groupes cycliques

Chaque rotation 1, 2, 3, 4 et 6 posséde un ensemble d'opérateurs qui forment un
groupe ; on dénombrera donc cinq groupes monoaxiaux de premiére espece dont les
projections stéréographiques sont représentées figure 3.18.
a. Groupe 1

Au groupe 1, qui posséde uniquement la rotation identité, on associera le réseau le

moins symétrique, c'est-a-dire le réseau triclinique a # b # ¢ a # B # y # m/2 représenté sur la
figure 3.19.

]
-7 T~
/% N\
/ \
\ \
\ / ¢
N S
Ne_~—
//x/ N
C [ \
.o )
z \ /
\i\—/x/
, -~
// * \\\ C
o
\\ ) ¢
N x,/
~__-"
/X —_\x\\
C // \
‘x O x\
. \ /
=~ N\ x X//
N _~
//x/—_\\\
j A C
Looa )
\ /
\ /
~x__7
C

Figure 3.18 : Projection stéréographique des groupes 1, 2, 3, 4 et 6. C,, C,, C;, C,, C; sont les
notations de Schonfliess des groupes 1, 2, 3, 4 et 6



Groupe 1

Réseau triclinique
aZzb#c
aFB#y

O
KA

<rt‘v

120°

o

Groupe 3

et groupe 6
a=b#c
a-B=n2 y=120

oV
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of

o

oV

m'v

Groupe 2

Réseau monoclinique, 2 // b
azb#c
a=y=n/2 B#n/2

oV

o ¥

120°

Groupe 4

Réseau quadratique
a=b#c
a=B=y=mn/2

Figure 3.19 : Réseaux compatibles avec les groupes 1, 2, 3, 4 et 6.
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b. Groupe 2 (fig. 3.18, 3.19)

Il contient les opérations 2° + 1 ; 2'. On choisira pour base associée la base
monoclinique avec l'axe 2 confondu avec la direction b ; pour respecter la symétrie binaire,

- - .. . . N .
les axes a et ¢ seront choisis perpendiculaires a b et faisant entre eux un angle B quelconque
(base monoclinique). Les matrices associées sont donc :

010 010
0 0 1 0 01

=
2
.
RN
(o)

Il
u—

Le groupe 2 contient donc n = 2 éléments.
c. Groupe 3
Il comprend les opérations 3¢ ; 3! ; 32,

Il se décrit dans la base trigonale équivalente a la base hexagonalea=b #c;y=120;

. . - . .,
o =B =m/2 ;1axe 3 est donc confondu avec la direction ¢, les matrices associées sont :

010 100 100
110 110 0 1.0
0 0 00 1 0 01

(001131 [001]32 [001130 = |

Le groupe 3 contient donc n = 3 éléments.

d. Groupe 4

Décrit dans la base quadratique, a=b # c ; o =B =y =mn/2, I'axe 4 est confondu avec la
direction ¢ ; les matrices associées sont :

010 100 010 oo
100 0 i o 100 0190
0 01 0 0 1 0 01 0 01
(001141 [001142 = D1 [001143

NN
f=)
Il

Q-

~ ~ ~
~ ~ ~ ~

Le groupe 4 contient donc n = 4 éléments.
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e. Groupe 6

Décrit dans la base hexagonale comme le groupe 3, 1'axe 6 étant bien entendu confondu

- .
avec c ; les matrices correspondantes sont :

110 010 100 110 010
100 110 010 100 110
0 01 0 01 0 0 1 0 0 1 0 01
[001]61 [001]62 = 31 [001]63 = 21 [001]64 = 32 [001]65

Le groupe 6 contient donc n = 6 éléments.
2. Théoréme de génération des groupes dits impropres

Contrairement aux groupes précédents qui laissent I'axe de symétrie (2,3,4,6) invariant,
les groupes que nous allons dériver combinent un axe avec l'opérateur inversion (i). Les
groupes qui en dérivent sont appelés groupes ponctuels impropres et sont obtenus a partir des

théoremes de génération des groupes impropres.

Enoncé des théoremes : I est un groupe ponctuel cristallographique impropre si il existe un
groupe ponctuel cristallographique G tel que soit :

a) =G U Gi ou i est I'opération inversion

ou

G H 1
b)I=HU [ﬁ] i ou H est un sous-groupe de G tel que E(G) 2

n(H) et n(G) étant respectivement les nombres d'é¢léments des groupes H et G.
3. Applications : groupes 1, m, 2/m, 3,4, 4/m, 6=3/m

Les stéréogrammes des groupes générés sont représentés figure 3.20.
Le premier groupe généré est bien entendu 1 U (1) i = 1, groupe possédant les

opérations {1, i} et décrit dans le systéme triclinique.
a. Systeme monoclinique
Application du ler théoreme I = G U Gi
Nous partons du groupe G =2 ; les éléments de I sont :
(1,21} U {1,21}i = {1,21,1,m}
puisque 2! x 1 =m.

Le groupe forme posséde donc 4 ¢léments, l'identité, la rotation de 180°, la
rotoinversion m (miroir 12) et l'inversion. Dans la base monoclinique, puisque l'axe 2 est

confondu avec la direction de b ((01012), le miroir est perpendiculaire a b donc contient a et
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2 . : C o
¢ (0101m) ; le groupe est noté P (lire 2 sur m) puisque 0192 est perpendiculaire a [©10m, Il

: . 2 . , .
existe quatre opérations (n(m) = 4) donc 4 matrices représentatives :

1 ; o ; 1 : [010}y

~ ~
~ ~

T 2 _
E 2 m
//’_—‘\\
:'/ ) \\ ®
! . } o
p i
\\ o ’
\\ //’ @
G Cah Cq
1 =i 2/m m=2
L2 &
m
//" -‘“u\
’Il x O\\
\
|
{ = H
\\O J
. :,
Cuk Sy
4/m 4
- 6 =
3 m 6 =
,/"‘\\ S
/x o N ® >
H x\\
| A ] ' C @
‘\O I \
/
Nox Y NG
Caj C{"L. Csh
3 6/m 6=3/m

Figure 3.20 :  Groupes ponctuels 2/m, m, 4/m, jf, é, 6/m, 6 = 3/m. C, C, C;, S, et C;, sont

les notations Schonfliess respectivement de i, m, 3, ZI, 6, C,;, Cy, Cg, sont 2/m, 4/m, 6/m.
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Le deuxieme théoréme ne peut s'appliquer que si il existe un sous-groupe H du groupe
générateur 2 tel que n(H)/n(G) = 1/2. Comme n(G) = 2, puisque le groupe 2 ne contient que
deux ¢éléments (1,2'), le sous-groupe H doit comporter un seul élément : c'est le groupe 1

puisque sous-groupe de 2 donc :
G 2
I=HU(ﬁ)i=lU(ﬂi

I contient donc les éléments suivants :
1,2
o[-y u i )

On obtient donc le groupe M qui contient deux éléments (figure 3.20).

Remarque : Ces deux derniers groupes issus du groupe 2 se décrivent bien entendu dans la
base monoclinique.

b. Systeme quadratique

G =4 laxe 4 se trouve suivant ¢
Application du ler théoréme de génération

[=4U4i
soit {1,4!,42 43} U {1, 41, 42, 43}i

=1,4,4,4 i 4',m,43
soit 8 opérateurs (n = 8).

Le groupe ainsi constitué contient les opérations [00114, (00114 (1, 4_1‘, 2, 4_13), (0011, [00112
inversion et identité. Le lecteur vérifiera, a partir de la définition du groupe et de la table de
multiplication, que ces huit éléments forment bien un groupe.

Ce groupe est noté : 4/m puisque le miroir généré est perpendiculaire a l'axe 4 et que
ces deux ¢léments de symétrie permettent de générer les huit opérateurs.

Application du 2éme théoreme de génération

Le sous-groupe du groupe 4 comportant 4/2 = 2 éléments est le groupe 2 donc H = 2.

HU(%)iZZU@i

_ 1,4 4=2143] | o
soit {1,2} U {T} i= {1, 2,41, 43}

On génére ainsi le groupe 4 qui contient 4 éléments.
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c. Systemes trigonal et hexagonal (3 ou 6 suivant Z)
Génération a partir du groupe G = 3
GUGIi=3U3i=

soit {1, 31,32} U {(1,31,32) i} =
1,31,32,1,31x1, 32 x i

Ce sont les éléments du groupe 3.

Comme il n'existe pas de sous-groupe possédant 3/2 = 1,5 élément, le deuxi¢me
théoréme ne s'applique pas.

Génération a partir de G = 6

On procédera comme pour G = 4, le sous-groupe H possédant 6/2 = 3 éléments est le
groupe 3 dont les éléments sont sous-groupe de 6. On trouvera deux nouveaux groupes, 6/m

et 6.

- 3
Remarque : 6 est équivalent au groupe m (figure 3.20).

d. Conclusion

Nous avons dénombré a partir des groupes monoaxiaux cristallographiques 13 groupes
au total qui se décrivent dans 4 systémes cristallins :

1,1 systeéme triclinique

2, m, 2/m systéme monoclinique

4,4, 4lm systéme quadratique
3,3,6,6,6/m systeme trigonal et hexagonal

Le lecteur, a titre d'exercice, générera les matrices associées a ces nouveaux groupes.

4. Groupes holoaxes du type n22

a. Montrons tout d'abord qu'a tout axe de rotation d'ordre n, on peut, pour former un groupe,
associer n axes 2 perpendiculaires a 1'axe d'ordre n, possédant une intersection commune
appartenant a I'axe n et d'angles respectifs n/n

Les axes d'ordre 2 étant perpendiculaires a I'axe n, nous choisirons un repére orthogonal
(a=B=y=m/2,a, b, c quelconques).

Démonstration : Placons I'axe n en coincidence avec la direction Z, la matrice R, s'écrit :
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cos@ -sing 0
R,=| sing cosp O avec ¢ = 2n/n

0 0 1

. \ o . \ . = . .
Associons a l'axe [©1ln un axe ['%12 (choisi par hypothése suivant a), alors il existe une
opération a telle que :

cosp -sing 0 1

sing cosp 0 | x 1

zzp’;c
Il
=]
>

I \S)
Il

0 0 1 1
soit :
cosg sing 0

R, = sing -cosp 0

0 0 1

Le déterminant de R, vaut |A| = +1. Nous avons donc affaire a une isométrie (|A| = 1)
rotation (A =+1). La trace de la matrice R, est égale a :

T(R,) =-1=1+2cosp, donc ¢,=180°

Il en résulte que le produit d'une rotation n quelconque pour une rotation 2
perpendiculaire a n est une rotation 2.

Cherchons maintenant la position de ce nouvel axe binaire. Appliquons pour cela la
relation 1© (chapitre 3) :

ou | est la matrice représentative des cosinus directeurs de 1'axe 2 représenté par la matrice R,

~ ~

et | la matrice unité. On a :

cosop-1 sing 0 X
sing  -(cospt+l) O y = 0
0 0 2
donc : X (cos@-1) +y sing =0
X sing -y (cospt+1)=0

2z =0
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A N 74 . > . . N
- comme z est égal a zéro, le nouvel axe 2 appartient au plan a,b perpendiculaire a ¢ ;
-de plus,ona:

y  -(cosp-1) sing
X  sing  cosq+l

Sachant que sing = 2 singp/2 cosp/2
et cosp =1 -2 sin?@/2 =2 cos?p - 1

y -2sin@/2 B
on trouve X~ 2 cospl2 -tg @/2 avec ¢ = 2m/n

L'axe 2 généré fait donc un angle de -¢/2, soit m/n, avec l'axe 'l Si on applique le
méme raisonnement a ce nouvel axe, on génere alors un nouvel axe 2 a ¢/2 du second... et
ainsi de suite n fois, le n*m axe 2 généré étant confondu avec 1'axe [1%1 2 de départ. On a donc
démontré l'existence des n axes 2 perpendiculaires a I'axe d'ordre n faisant entre eux un angle
de m/n.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que cet ensemble d'opération (1 axe
d'ordre n, n axes d'ordre 2) est un groupe.

b. Application au systeme orthorhombique : groupe 222
Le premier axe d'ordre n cristallographique a considérer est 1'axe n = 2.

Nous nous trouvons donc avec un ensemble de 3 axes 2 mutuellement perpendi
-culaires : [00112 ; [10012 et [01012 ce dernier étant généré par le produit des deux précédents.

Ce groupe, formé de 4 éléments (n = 4), est noté :

ol >N
ol >N
ol >N

La base cristallographique de symétrie minimale représentative de 222 est la base
orthorhombique a # b # ¢, a = B =y = /2. C'est une nouveau systéme cristallin.

N

. , . . N
Les trois axes 2 étant respectivement relatifs a a, b, c.

La figure 3.21 représente le stéréogramme du groupe 222 ainsi qu'un exemple de cristal
possédant cette symétrie (MgSQO,, 7H,0).
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o
.
27 X0
N O 1 X% ’/I \
At gl

Figure 3.21:  Stéréogramme de 222 et exemple de cristal de symétric ponctuelle 222
(MgSO,, 7H,0), D, en notation Schonfliess.

c. Application au systeme quadratique groupe 422

L'axe 4 étant dans la direction ¢, il existe donc 4 axes 2 perpendiculaires, dont
l'intersection appartient a 'axe 4 (origine du groupe) et d'angles respectifs n/4 = 45° (figure
3.22).

Le groupe comprend donc 8 opérations (n = 8) :

{1’ 41 42=D 43 [1001D [010]Q [110]D [110]2}

La base cristallographique de symétrie minimale compatible avec ce groupe est la base
quadratique (a=b #c, a =B=y=mn/2).

NH3(CH3)I

Figure 3.22 : Stéréogramme de 422 (D, en notation Shonfliess) et exemple de cristal de
symétrie ponctuelle 422

Le groupe est noté 422.

Le premier chiffre correspond a la symétrie suivant ¢ (4), le deuxiéme chiffre (2)
< ry . . . . i . e . N
correspond a la symétrie binaire suivant a et donc suivant b puisque l'axe d'ordre 4, parall¢le

g : : g A cror . . > - >
a c, reproduit suivant b les mémes propriétés que celles existant suivant a ; a et b sont
physiquement indiscernables en ce sens que toute propriété caractéristique de

a (ou suivant Z) est par définition aussi une propriété de b (ou suivant B) puisque 41(3) =b.

Le troisiéme chiffre de la notation (2) est l'axe binaire a n/4 de a ou de b obtenu par le

produit 4x2=2 (théoréme précédent).
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d. Applications au systemes trigonal et hexagonal

- Axe d'ordre 3 : groupe 32.

Décrit dans le systéme hexagonal, posséde 3 axes 2 perpendiculaires a <, équivalent par
symétrie d'ordre 3 d'ou la notation a 2 chiffres 32. La figure 3.23 donne le stéréogramme de
32 ainsi qu'un exemple de cristal possédant cette symétrie. Le groupe comprend 6 éléments (n
=0):

{1, 31, 32, 110012 (01012 [110]2}

Figure 3.23 : Stéréogramme de 32 (D;) et exemple de cristal de symétrie ponctuelle 32
(quartz, basse température)

Remarque : 32 s'écrit 32 et non 322 car les trois axes 2 de 32 sont équivalents par symétrie

d'ordre 3 [100], [010], [110), ce qui n'était pas le cas de 422 ([100] équivalent a [010] et [110]

équivalent a [110] par symétrie d'ordre 4).

- Axe d'ordre 6 groupe 622

6 axes binaires perpendiculaires a l'axe 6 (//8) existent dans ce groupe, équidistants de
/6 = 30° ; parmi ces axes, 3 axes équidistants de 60° sont générés par 1'axe 6 et sont donc
équivalents par symétrie [100], [110], [010] appelés axes 2 de premicre espece tandis que les
3 axes 2 restant (axes de 2€me espece) sont obtenus par le produit [0016 x [lere espeel) générant

les directions [210], [120] et [110] (figure 3.24) d'ou la notation du groupe :

6 2 2

ou les deuxiéme et troisiéme chiffres représentent respectivement les symétries de 1ére

espece ([100], [110], [010]) et de deuxiéme espéce ([210], [120], [110]). Le groupe contient
donc 12 éléments (n = 12) : {1, 61, 62=31, 63=2, 64=32, 65, (10012 [11012 [010]2 (210D [120]2 [110]2}



102

Figure 3.24 : Stéréogramme de 622 (D;) et exemple de crystal de symétrie ponctuelle 622
(quartz variété haute température).

Remarque : Nous n'avons pas démontré que ces nouveaux ensembles d'éléments de symétrie
forment des groupes ; il est conseillé de le faire en établissant par chaque ensemble
d'¢léments la table de multiplication.

5. Groupes impropres générés a partir de n2(2)

Chacun des groupes générés en 4) étant formés uniquement de rotations, nous pouvons
appliquer le théoréeme de génération des groupes.

a. Systeme orthorhombique: groupes mmm et mm2
Dans ce cas, G = 222.

Application du 1er théoréeme
[=(222) U (222) i = mmm

soit {1, [1002 01012 [001]} 18 {1, [100 01012 [001]2} i

= {1’ (10012 (01012 (001 L [100]y, (010}, [001]m}

Soit un groupe centrosymétrique formé de 8 éléments (figure 3.25) ; les trois miroirs
générés et leurs produits géneérent toutes les opérations d'ou la notation du groupe :

m m m

—

N . . . . . . . e
ou les trois lettres m sont relatives respectivement aux miroirs perpendiculaires a a, b et c.

Figure 3.25 : Groupe mmm (D,,) et cristal de symétrie ponctuelle mmm (olivine)
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Application du 2éme théoreme

I=HU(%)1
nH) 1

Trois sous-groupes de 222 existent tels que n(G) =75, ce sont (10012 ; [o1012 - (00112 Ces

trois sous-groupes génerent respectivement les groupes suivants, équivalents par permutation
. . . - o o
circulaire des parameétres a, b, c :

2mm ; m2m ; mm2

ou l'axe 2 se trouve respectivement intersection des deux miroirs (°0m, [01m),
(11001, [001}y), (1100}, [010]m),

En effet, par exemple, si H = [00112, alors :

1, (100
1

2

[010]2 [001]D
e

0011 1
= {1, (00112, 1100l [010m }

Le groupe généré, mm2, représenté sur la figure 3.26, posséde n = 4 éléments.

Hémimorphite
Zns Si; O;(OH) H.0

Figure 3.26 : Groupe mm2 (C,,) et cristal de symétrie ponctuelle mm2

4 . .
b. Systeme quadratique groupes mmm, 4mm, 42m (4m2)

Dans ce cas, G = 422.
Application du ler théoréeme

1= (422) U (422) i = 4/mmm

soit {1, 41, 2, 43, 110012 (01012 (11012, [110]2} U {1, 41, 2, 43, 110012 [01012 11012, [110]2}i

= {1, 41,2, 43, 110012 (01012 [110]D [110]2’ i, 211’ (0011, 43, [100]y, (010}, [110}pm, [li]m}

Soit un groupe centrosymétrique formé de n = 16 ¢léments, il est noté 4/mmm : le
premier m (/m) est le miroir perpendiculaire a I'axe d'ordre 4, le deuxiéme m correspond aux
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. . o N . . . d 7> L
deux miroirs de premicre espéce (respectivement perpendiculaires a a et b), le troisiéme m
correspond aux miroirs générés par les produits 4 x 1%m et 4 x [010m, c'est-a-dire les miroirs

[110lm et ['10)m dits de seconde espéce (figure 3.27).

Rutile (TiOp)

Figure 3.27 : Groupe 4/mmm (D,,) et cristal de symétrie 4/mmm
Application du 2éme théoréeme

Il existe deux sous-groupes de 422 (n = 9) possédant 8/2 = 4 éléments, 4 d'une part et
222 d'autre part.

Cas du groupe 4
—au ()

1. 41, 42, 43 [10012_[010]D [110]D [110]D
. 1 2 3 b b b ) ) b b .
soit 1,41, 42 4 U( 1,4, 42, 43 1
= {1, 41,42 43 1100y 010}y, (110}, [110]m}

Ce groupe formé de n = 8 éléments s'appelle 4mm, les deux lettres m représentant
respectivement les miroirs de premier et deuxieme espéce (figure 3.28).

Figure 3.28 : Groupe 4mm (C,,) et cristal de symétrie 4mm
Cas du groupe 222

Il existe deux possibilités de choisir les axes 2 pour former 222, sous-groupe de 422,
SOit [100]2 [010]2 [001]2 ou [110]2 [IIO]2 [001]2'
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Si on considere le premier de ces groupes, I'application du 2éme théoréme donne :

422 -
[=(422) U (@) i=42m
donc, un groupe de n = 8 éléments formé des opérations suivantes :

(1, Zp, 2, Z|_3) ; ([100]2’ [010]2) : ([110]m’ [110]m)
4 2 2

L'utilisation du deuxiéme groupe 222 (équivalent au premier par rotation de n/4 autour
de 8) génére le groupe 4m2, groupe équivalent (n = 8) mais dont les éléments sont orientés de
la maniére suivante :

(1, Zp, 2, Zp) ; (11001 [010ly) 5 (111012 [110]2)

La figure 3.29 donne les stéréogrammes de 4m2 ainsi qu'un exemple.

Figure 3.29 : Stéréogrammes de 42m (D,,) et exemple de cristal de symétrie 42m

A titre d'exemple, nous donnons ici les matrices représentatives des ces opérateurs

appartenant au groupe 42m :

1 0 1.0 00 010 100 00
1 1 00 01 0 1 0 0 010 010
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
4 2
010 01 0
1 00 i 0 o
0 0 1 0 0 1
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c. Systéme trigonal et hexagonal : groupes 3, 3m, 6/mmm, 6mm, 62m et 6m2
- Groupes générés a partir de G = 32 (groupes trigonaux)
Application du premier théoreme

[=32U (32)i
= {1’ 31’ 32, [100]2’ [010]2, [110]2’ i’ 31Xi, 32Xi, [100]m, [010]m, [110]m}

Ce groupe centrosymétrique est donc formé de n = 12 éléments. I1 s'écrit 3m et est
représenté figure 3.30.

Figure 3.30 : Groupe 3m (D,) et cristal de symétrie 3m

Application du deuxieme théoreme

Le sous-groupe de 32 (n = 6) possédant 3 ¢léments est le groupe 3. Donc :
[=3U (%) i=3m

Groupe non centrosymétrique formé de 6 ¢léments (n = 6) et représenté figure 3.31.

Figure 3.31 : Groupe 3m (C,,) et cristal de symétrie 3m
Remarque : Les traces des trois miroirs m sur la projection stéréographique sont confondues

avec les directions [210], [120] et [110], notation dans la base directe a, b, C et [100]%,

[010]* et [110]* dans la base réciproque 5)*, B*, c*.
- Groupes générés a partir de 622

Application du premier théoreme
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On obtient le groupe 6/mmm.

Figure 3.32 : Groupe 6/mmm (Dy,) et cristal de symétrie 6/mmm

Application du deuxiéme théoreme

On procede de maniere identique a 422 : le sous-groupe H = 6 générera 6mm représenté
figure 3.33.

Figure 3.33 : Groupe 6mm (Cq,) et cristal de symétrie 622

Les sous-groupes H = 32 généreront les groupes 62m ou 6m2 (figure 3.34).

Figure 3.34 : Groupes 62m (Ds,) et cristal de symétrie 62m

Remarque 1 : La figure 3.34 montre qu'en ce qui concerne le groupe 62m décrit dans la base
hexagonale (a=b#c, a=B=n/2, y = 120°), les traces des miroirs de deuxi¢me espece sont

confondus avec les axes binaires de premiere espéce 11001 [0101[110] contrairement a 42m (figure

3.29). Leur notation est [120/m, [110lm et 219m puisque les directions [120], [110] et [210] sont
respectivement perpendiculaires aux directions [100], [110] et [010].
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Remarque 2 : Le systéme hexagonal et la notation a quatre indices.

Rappelons que les matrices représentatives de la rotation 6 exprimées dans la base
directe sont :

! 110 010 100 110 010
! 100 110 010 100 110
1 0 01 0 01 L0 0 1 _ 0 0 1 0 0 1
( 6! 6? 63 6*
Dans la base réciproque (a*=b*#c*, a*=B*=n/2, y* = 60°), elle deviennent :
1 110 100 01 0 110 100
1 0 0 1 0 0 1 L0 0 1 _ 0 0 1 0 01
60 6! 62=31 63 64=32 65

correspondant aux 6 faces équivalentes suivantes (appellées formes) : (h, k, 1), (k, h+k, 1), (-

(h+k), h, 1), (-h, -k, 1), (k, -(h+k), 1), (h+k, h, 1) ; la symétrie 6 n'est donc pas facilement visible

P . . g - d 7 oqe . . \
en utilisant uniquement les troix axes a*, b*, c*. On préfere alors utiliser la notation dite a
quatre indices (h, k, 1, 1) avec 1 = -(h+k). Aussi, les 6 faces équivalentes par symétrie
deviennent :

(h, k, -(h+k), 1), (k, (h+k), b, 1), (-(h+k), b, k, 1), (B, k, (h+k), 1), (k, -(h+k), b, 1), (htk, b, K, 1)
soit (h, k, i, 1), (k, 1, b, 1), (i, h, k, 1), (b, k, 1, 1), (k, 1, b, 1), (1, B, k, 1)

On remarque que les 3 faces équivalentes par symétrie 3 (6°, 62, 64) s'obtiennent par
permutation des indices h, k, 1 :

(h,k, 1, 1), (i, h, k, 1), (k, 1, h, 1)
tandis que les trois autres faces, elles aussi équivalentes par symétrie mais décalées de 60°,
s'obtiennent aussi par permutation a partir de (h, k, 1, 1) soit :

(Ba _1_(7 L 1)9 (ia ﬁa 1_(5 1)9 (1_(9 L Ba 1)
Démonstration de i = -(h+k) : L'axe de norme a correspondant a i est la direction [1,1,0]
bissectrice de (Z,B) (figure 3.35).
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Figure 3.35 : Notation a 4 indices

—

Un plan (h,k,]) en notation habituelle coupe 1'axe aen %, l'axe b en b/k et l'axe d au

point D. L'aire AOB se calcule par :

arb=anOD+0DAb

2
soit o sin(120) = - (% + %) < sin(60)
puisque a=b=d et que OC =-d/i :
| i)
sot hk =~ ' Uhki
ou encore -i=h+k

Dong, -i correspond a l'abscisse de l'intersection du plan (h,k,1) avec 1'axe d situé dans
le plan (3,3) a+120°de a et b.

6. Conclusion

Nous avons généré aussi 27 groupes décrits dans cing bases différentes et possédant au
maximum deux types d'axes de rotations (n, 2) :

triclinique 1

monoclinique 2,

orthorhombique 22
4
3

1

m, 2/m
2, mMm2, mmm

4, 4/m, 422, 42m, 4mm, 4/mmm

3,32, 3m, 3m, 6, 6, 6/m, 622, 62m, 6mm, 6/mm

quadratique ,
hexagonale ,

Il reste maintenant a générer les groupes possédant plusieurs axes de rotation différents
de n= 2 : ce sont les groupes cubiques.

7. Groupes cubiques
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a. Introduction

Il reste a générer les groupes possédant un ensemble d'axes n (n = 2,3,4,6) non
nécessairement perpendiculaires. Une fois ces groupes axiaux générés, nous appliquerons le
théoréme de génération ; les groupes obtenus fourniront les groupes cubiques.

b. Théoreme d'Euler

Soient 3 rotations d'axes L, L,, L; concourants en O et d'angle a,, a,, a; tels que le
produit L, ® L,, soit la rotation autours de L; d'angle a, alors 1'angle formé par L, et L, est
donné par :

cos(a.,/2) cos(a,/2) £ cos(a/2)
sin(a,/2) sin(o,/2)

cosp =cos(L,, L,) =

Démonstration : Choisissons un systéme de coordonnées cartésien tel que K soit dirigé
suivant L, et que 7 appartienne au plan (E ﬁz) (figure 3.36).

L1 Kk
I\ 13
/
/
/
L2 ®

|

|

! j

|

|

/1
1
Figure 3.36 : Repére Y, T, K et axes de rotation LierL,

Soit L, un vecteur unitaire appartenant a l'axe L, :

1, sin@
—> iz - 12 = O
;) \cosp

La matrice représentative de L, est donnée par :

cosa, -sinay; O

R,=| sina, cosa; O

0 0 1
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La matrice représentative de L, est d'aprés 7 (p. 71) :

1,2 (1-cosay) + cosai, 1; 1, (1-cosay) - I3 sina, 1 13 (1 - cosa,) + 1 sinat,
R2 = | L1, (1-cosay) +lysina, L2 (1-cosay)+cosa, L l5(1-cosay) -1 sina,
L 1 (1 - cosay) - 1, sina, 131, (1 - cosal,) + 1 sina, 132 (1 - cosal,) + cosa,
soit en remplagant 1, 1,, 15 par leur valeur :
sin2¢ (1-cosa,) + cosa, -cos@ sina,  sing cose (1-cosa,)
R, = COS® sinal cosQL, -sing sinay,

sing cosg (1-cosa,)  sing sina, cos?o (1-cosa,) + cosa,

Puis on calcule la trace de R; =R, x R,.

3
Tr(M;) =1 + 2 coso; = 3 Ry,
i=1

Sachant que 2 cos2a/2 = 1 + cosa et 2 sin20/2 = 1 - cosa, on trouve :

Tr (R;) = 4 sin(a,/2) sin?(a,/2) cos?p + cose (-2 sina,; sina,)

+ 4 cos?(a,/2) cos?(0,/2) - 4 cos?(a3/2) =0
C'est une équation du 2¢me degré en cos¢ dont la solution est :

cosa,/2 cosa,/2 £+ coso/2
sino,/2 sino,/2

cosQp = C.Q.F.D.

c. Application aux groupes cubiques 23 et m3

Recherchons tout d'abord des groupes ne possédant que des axes d'ordre 3 et des axes
d'ordre 2. Ainsi, on recherche des combinaisons d'axes telles que 3 x3=2ou3 x2 =3 ou
encore 3 x 3 = 3. Appliquons le théoréme d'Euler :

-3x3=2

c0s60 x cos60 1
COSP = i 0 x Sin60 " c0s90 = (cotg 60)2 = 3

donc ¢ = Arc cos1/3 =70.529°.

-3x2=3

cos60 cosm/2 + cos60 35
3

cos¢ = sin60 sinmt/2 = +ootg 60 ==+

donc ¢ = 54.73 ou l'angle supplémentaire ¢ = 125.27°.
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-3x2=2
cosp=0 —> @=m/2

on retrouve le groupe 32.

-3x3=3
€0s260 + cos60
cose = sin260
D lutions - A1 0T 1 1—) @ = 0 solution triviale
eux solutions : = 3 L oosp=-1 5= oam
4
-2x2=3

cos2mt/2 + cos60
sin?m/2

cosQp = == cos60

On retrouve le produit 2 x 2 =3 du groupe 32.
Donc, le nouveau groupe (cubique) doit étre formé des éléments 3, 2 tel que :

@;;=70.53° cosp =1/3
=54.74° =+ L

P32 . cos® \/5

@33 =109.47°  cosp=-1/3

On reconnait dans @;; 'angle du tétraédre ou son supplémentaire. Les directions d'axes
3 sont donc celles des diagonales d'espace d'un cube. L'angle ¢;, est l'angle entre les
directions [100] et [111] du cube.

Démonstration : Prenons une base cubique a =b =c¢, o = B = y = @/2 et choisissons la

direction [111], axe de symétrie d'ordre 3 ; alors toute direction équivalente de type [111], [11

1] et [111] est aussi axe d'ordre 3 : I'angle ¢ formé par les directions [111] et [111] est donné
par :

__ (a+b+d) (-atbtd) @
cose (§2+B)z+gz)1/2 (a2+b2+c2)12 3a?

W | —

puisque a = b = ¢ ; le produit de ces deux axes d'ordre 3 sera donc un axe d'ordre 2 d'apres le
théoréme d'Euler :

3x3=2 > 31x2=3
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Recherchons la direction [u,v,w] faisant un angle de ¢;, = 54.74° avec [111] :

1 [a+b+c]ua+vb+wc]
03, = 54.74 donc cosp;, ==+ % = [322]2 [u2+ v2+ w2]12a

_ u+v+w
\/g [u2 + v2 + w212

. utv+tw .
soit [+v+w]? + 1 avec u, v, w entiers.

Les solutions sont donc u ==+ 1, v=0, w = 0 et toute permutation. Les directions d'axes
2 sont donc [100], [010] et [001].

Conclusion : L'ensemble formé par :
p
1 [100)2 [0102 [001]D [111]3 [111]3 [111]3 [111]3

est un groupe de symétrie ponctuelle formé de n = 12 éléments : le lecteur est invité a le
vérifier en établissant la table de multiplication de l'ensemble des opérations du groupe

{1’ [100]21 010121 [001121 [111]31 [111]32, [111]31’ [111]32’ [111]31’ [111]32’ [111]31’ [111]32}'

C'est un groupe a 12 éléments appelé 23. Le premier chiffre (2) caractérise 1'élément de

y, . . - . Fi -, . o .3
symétrie suivant a donc suivant b et c, équivalents par symétrie d'ordre 3 ; le deuxieme (3)
représente les quatre axes d'ordre 3 suivant les diagonales.

La figure 3.37 représente un quart de la projection stéréographique de 23.

Figure 3.37 : Groupe 23, T en notation de Schonfliess et cristal de symétrie 23.

Remarque : Sur la figure 3.37, I'axe d'ordre [''13 est a l'intersection des plans (110), (101) et

(011) puisque I'axe [111] est axe de zone des plans (101), (011) et (110) (2 démontrer). I se
54.74

trouve sur la direction OD a une distance de O égale a R tg(T).

Utilisation du théoréme de génération des groupes : m3 (m3)

Appliquons le théoréme de génération des groupes a 23 :
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F=GUGi

{1 [001]D [100]D [010]D [111]31 [111]3-1 [111]31 [111]3-1 [111]31 [111]3-1 [111]31 [111]3-1}
U {i [0011pyy [100Jy [010Jyy (111331 [11113-1 (111331 (111131 [111]31 [111)3-1 (111131 [111]:3,-1}

Le groupe généré est m3, centrosymétrique (n = 24 éléments) ; il est représenté sur la

figure 3.38. Il comprend l'identité, 3 axes 2 suivant [100] et équivalents, 4 opérateurs 3 dont
I'axe 3 se trouve suivant [111] et équivalents et 3 miroirs perpendiculaires aux directions
[100].

Figure 3.38 : Groupe m3, Th en notation Schonfliess et cristal de symétrie m3

H
Il n'existe pas de sous groupe cubique H tel que Ei(a% =6.

d. Groupes axiaux contenant plusieurs axes 4 : 432
Cherchons les conditions pour que :
4x3=2

cosn/4 x cosm/3 N = 1
sinm/4 x sinm/3 ~ €OS< T \[3

cosp =

¢ = 54.74, c'est donc 1'angle formé par les directions [100] et [111].
4x2=3

_ cosn/4 cosm/2 £ cosn/3  _cosm/3  £1/2
cosp = sinn/4 sinm/2 ~ sinm/4 T 272

=+.[2/2 > ¢=45°

Toute direction [110] est donc axe 2.

3x2=4
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cos60 cosm/2 212 A2
cosQ = Sin60 + \/5/2 = \/5 = 35.26

Cet angle est I'angle entre les directions [110] et [111] : en effet,

2a2 2
cos([110] [111]) = m = %

On obtient aussi le groupe 432 (n = 24) contenant l'identité, 4 axes d'ordre 3 suivant les
directions [111] et équivalents, 3 axes d'ordre 4 suivant [100] et équivalents et 6 axes d'ordre
2 suivant [110] et équivalents. La figure 3.39 représente ce groupe nommé 432 (4 // [100], 3 //
[111],2//[110]).

Figure 3.39 : Groupe 432 (O en notation Schonfliess)

Remarque : La projection de 1’axe binaire [101] se trouve sur la direction Oa a une distance
de O est a R tg (45/2).

Utilisation du théoréme de génération des groupes : groupes m3m et 43m

-432 U 432i=m3m

On obtient le groupe les plus symétrique représenté sur la figure 3.40 (n = 48) appelé

m3m comprenant 3 axes 4 (directions [100]), 4 opérateurs 3 (dont les axes 3 sont suivant les
directions [111]), 6 axes 2 (directions [110]), 4 miroirs perpendiculaires aux directions [100],
6 miroirs perpendiculaires aux directions [110] 1'identité et l'inversion ; le lecteur vérifiera
que cela conduit a n = 48 opérations.
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Figure 3.40 : Groupe m3m et cristal de symétrie m3m (Oh)

24
- Il existe un sous-groupe du groupe 432 possédant > = 12 ¢léments (23). Donc, le

théoréme de génération donne :

432\ . -
23 U (23j1 = 43m
C'est un groupe de n = 24 ¢éléments représenté sur la figure 3.41. Il possede 4 opérations

4 dont les directions 4 axes 3 (directions [111]) et 6 miroirs perpendiculaires aux directions
[110]. Le lecteur vérifiera que cet ensemble posséde 24 opérations et qu'il forme un groupe.

Boracite

Figure 3.41 : Groupe 43m (Td en notation Shonfliess) et cristal de symétrie 43m
e. Matrices de symétrie des groupes cubiques

Le tableau 1 donne l'ensemble des matrices représentatives des éléments de symétrie

existant dans les groupes cubiques (holoédrie m3m).

Remarque : Puisque la base cubique est orthogonale avec a=b=c, 'équation :

2
a

g="RgR avec g=[322}=a21

X = ] a =

~

donne [I] = TIz{R

soit R =R-!

Dans le cas particulier du cubique, les matrices R sont telles que leur inverse est égale a

leur transposée ; ceci impose les conditions suivantes aux éléments r;; :
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2, +r3, 12, =1

I Iyt 1y Iy + 13 15, =0
I I3+ I3+ 13 153 = 0
2 1k, +ri, =1

etc...

Ceci impose a chaque colonne qu'un seul élément soit égal a + 1, les deux autres étant
égaux a zéro. Il en est de méme pour chaque ligne de R.

f. Projection stéréographique de directions dans le systeme cubique

La figure 3.41 donne la projection stéréographique des directions dans le systéme
cubique. L'étudiant est invité a retrouver les positions de certains de ces poles a partir des

relations du type OS = r tang 0/2 (chapitre 1 figure 1.6).
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1007 700 |[700|fr1oO0q[ OO 10O 100 i00
i - 010 7 )
010 010 010 010 010 010 010
001 001 001 L0001 001 001 001 001
1 1 My 00) Mo10) Mygo1) 2[100] 2[010] 2[001]
100 100 001 001 010 010
001 001 010 010 100 100
010 010 100 100 001 001
4[1100] 4300] 4[1010] 4E(1)10] 4[1001] 4&(1)01]
100 100 001 001 010 010
001 001 010 010 100 100
010 010 100 100 001 001
21[1100] 21300] ‘1[1010] Z‘E(l)m] ‘1[1001] Zl'i(l)m]
001790109 g1 [ oio ool [OLO2°91 [ 010
100 001 100 001 100 001 100 001
010 100 010 100 010 100 010 100
1 1 1 -1 1 -1 1 -1
301 30 3[111] 3[111] 3[111] 3[111] 3[111] 3[111]
001 010 001 010 001 010 001 010
100 001 oo 001 100 001 100 001
010 ioo 010 100 010 100 010 100
-1 - -1 _-1 -1 _-1 _1 _-1
3pm 3pm 3[111] [ 3[111] [iin 3[111] 3[111]
100 |[O20L][910 100 |l 00il|lo0io0
001 010 100 001 010 100
010 100 001 010 100 001

2[011] 2[101] 2[110] 2[011] 2[101] 2[110]
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100 001 010
001 010 100
010 100 001
Mo My my; g

1

0

0

00

01

10

My

001

010

100

My

10

010

0

001

my o)

Tableau 1 : Matrices représentatives des opérations de symétrie du groupe m3m

3 310
210 310
531 £2 .
Tio 3n 301 110
/- 512 12
32 n 3
Kkl Tt 1 312 3
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35 in, IR FiI :, 121 h
~ 50 n _ 102 312 g :
= 33 [ \3 ¥215 fo3 123 321, 3
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[ 133 . 13 ho3, 113 133
=0 123 2;5// o5 W215N] 123 o =2 -
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T 3h no
"o 531 3
s
20 210
30 310
Ix

Figure 3.42 : Projection stéréographique de référence (axe Nord-Sud) [001] pour les cristaux

cubiques
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8. Conclusion et récapitulatif

Nous avons donc démontré l'existence de 32 groupes d'orientation respectant les
conditions de périodicité¢ du réseau cristallin (tableau 2). Ces groupes sont décrits a partir des
bases tricliniques, monoclinique, orthorhombique, quadratique, hexagonale et cubique,
pouvant générer un réseau de translation a 3 dimensions : chacun des 6 réseaux généré par ses
bases contient les ¢léments de symétrie du groupe le plus symétrique appelé holoédrie du
systéme. Comme tout parallélipipeéde est centrosymétrique, donc les groupes de symétrie des
réseaux doivent étre centrosymétriques ; de plus, le réseau posseéde un axe d'ordre n, il

possede nécessairement n miroirs concourrants en n donc seuls les groupes 1, -

4 = 6 . . . o \
mmm, 3m, T mm et m3m qui répondent & ces deux conditions sont les groupes holoédres

mmm,

respectivement des systémes triclinique (a#b#c, a=B=y=n/2), monoclinique (a#b#c, a#y#m/2,
B quelconque, 2 // [010]), orthorhombique (a#b#c, a=B=y=n/2), quadratique (a=b+#c,
o=B=y=n/2, 4 // [001]), rhomboédrique (a=b=c, a=B=y quelconques, 3 // [111], voir chapitre
IV), hexagonal (a=b#c, a=B=n/2, y=120°, 6 // [001]), cubique (a=b=c, a=B=y=n/2, 3//[111]).

1 1

2 m 2/m

222 2mm mmm

4 4 4/m 422 42m 4mm 4/mmm
-3 .

6 “m 6/m 622 62m 6mm 6/mmm

3 3 32 3m 3m*

23 m3 432 43m m3m

*(Holoédre du systeme rhomboédrique ; voir chapitre 4)

Tableau 2 : Notation Hermann Mauguin des 32 groupes ponctuels cristallographiques. Les
groupes holoédres sont soulignés et les groupes centrosymétriques sont en
italique

La symétrie de 'holoedrie correspond a la symétrie de la maille (le centre est en 1/2,

e = .. 2 .
1/2, 1/2) pour les systémes triclinique (1), monoclinique (ﬁ), orthorhombique (mmm),

. 4 . 5 . .
quadratique (amm) et cubique (mM3m). Ce n'est pas le cas du systetme hexagonal qui
nécessite l'association de trois mailles (3,3,8 ; B, (-3-3),8 ; (-5-3),3,8) pour décrire la

i, ‘ I . : : ,
symétrie T _mm. Dans un systéme cristallin donné, les groupes qui contiennent n' = n/2

opérations, ou n est le nombre d'opérations de I'holoedre, sont appelés meriedries ; ceux qui
contiennent n/4 opérations sont des tetartoedries et n/8 opérations des ocdaedries. Aussi, par

exemple, 432 (n'=24), 6mm (n'=12), 42m (n'=8), 222 (n'=4), 2 (n'=2) et 1 sont des meriedries
respectivement des systémes cubique, hexagonal, quadratique, monoclinique et triclinique.
De méme, 23 (n'=12) est une tetartoedrie du systéme cubique comme 4 (n'=4) pour le systeme
quadratique. Enfin, 3 (n'=3) est une ogdoedrie du systéme hexagonal (n=24) et une
tetartoedrie du systéme rhomboédrique (n=12).
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Le chapitre suivant décrira les autres possibilités de réseau de translation pouvant
accomoder l'une des 32 symétries ponctuelles cristallographiques.

Enfin, I'annexe 1 du chapitre 3 donnes les projections stéréographiques de tous les
groupes et les morphologies correspondantes ainsi que la multiplicité des faces cristallines en
position générale {h,k,1} ou spéciale. L'ensemble des faces équivalentes est appelé FORME
({h,k,1}, {0,0,1}, {hol}... par exemple).
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CHAPITRE 4 : MAILLES MULTIPLES ET DENOMBREMENT DES MODES DE
RESEAU DE BRAVAIS

I- NECESSITE DE LA NOTION DE RESEAU A MAILLE MULTIPLE POUR DECRIRE LA
SYMETRIE D'UN CRISTAL : CAS DU RESEAU CUBIQUE FACES CENTREES

Soit un cristal cubique faces centrées de parametres a, = b, =c et a, = B, =y, = /2. La
maille est multiple d'ordre 4 (figure 1) et posseéde la symétrie de 1'holoédrie du systeme

cubique m3m ; la question que I'on se pose est la suivante : quelle est alors la symétrie de la
maille simple batie sur le réseau C.F.C. ?

Figure 4.1 : Réseau C.F.C. et réseau a maille rhomboédrique associée

Les parametres gR, BR, SR d'une maille simple s'obtiendront en tracant a partir de

l'origine 0 les vecteurs les plus courts en direction des noeuds centrant les faces (1,0,0),
(0,1,0) et (0,0,1). Soit :

2> _ (Bc + 6)c)

e (80 + gc)
By = et !
- (gc + B)c)
CR=""5

La matrice Acx de passage de la maille multiple a la maille simple est donc :

(fort
Aw=5|101

110

. 1
Son déterminant Ac est égal a » correspondant au rapport des volumes (et

multiplicités) des deux mailles. Calculons les nouveaux paramétres de la maille :

AR T AR T () 2 )7 4 T2

puisque a, = b, = ¢, ; on trouvera naturellement la méme valeur pour b?; et c%;.
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NE

Donc, ag =bg = cg = a, >

> >
br.Cr

=5 >
|brl [Crl

1
De plus, COSOLg )

Donc oy = Bz = yg = 60°

La maille simple correspondante est donc un rhomboédre dont l'axe 3 possede la
direction [1,1,1] du cube. Cette nouvelle maille ne posséde plus la symétrie m3m mais la

symétrie rhomboédrique, c'est-a-dire 3m. D'ou la nécessité de prendre la maille multiple pour
conserver l'ensemble des éléments de symétrie.

On dira donc que le réseau cubique faces centrées est un Réseau de Bravais puisqu'une
réduction de cette maille multiple en une maille plus simple ne rend plus compte simplement

de la symétrie du cristal.

Exercice 4.1 : Calculer la matrice B¢r de changement de coordonnées.

I 11
Solution : Br=| 1 1 1
I 11

Exercice 4.2 : Montrer que le réseau cubique a maille centrée (I) est aussi un réseau de
Bravais en utilisant la matrice A suivante :

10101
L1
A=3

1 11

Montrer que la maille simple est aussi un rhomboedre d'angle o = 109.28 comme
l'indique la figure 4.2.
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(on

VEREEEEE ----a

Figure 4.2 : Maille simple rhomboedrique d'un réseau cubique a maille centrée.

Calculer la matrice B correspondante.

Exercice 4.3 : Montrer que le réseau réciproque d'un réseau cubique faces centrées (F) est un
réseau a maille centrée (I) de paramétres 2,*, 2,*, 2.* et réciproquement.

(a + ch (Zc + Bc]
, bBence U2 JMU2

Solution : ag i v
R R

ou Vg est le volume de la maille rhomboédrique égal au quart du volume de la maille cubique
(V.) du fait du rapport des multiplicités.

En développant, il vient :

1 - - - - > o
aR* = 70 [(Cc/\a c) + (Cc/\b c) + (ac/\b c)]
ag* =+ b.* -a* + gc*

1
=3 (- 28, + 2b.* + 2¢.%)

ap™ est donc un vecteur de base d'une maille rhomboédrique batie sur un réseau cubique

centré I de parametre 230*, 230* et 280*.

Ainsi, tout vecteur H du réseau réciproque d'un réseau cubique a faces centrées aura son
extrémité sur un noeud d'un réseau cubique centré de parametres 2a.*.

. ror \ roe ’ . . —>
Si le vecteur H est repéré dans le repere réciproque du réseau cubique simple (a*) :
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H=ha* +kb* +1¢.*

Onauraalorsh+k=2u,k+1=2u',1+h=2u".

¥ —
b*
pe
* x *
Figure 4.3

r r . r . M r 2\ g
Réseau réciproque (h,k,I) d'un réseau direct cubique faces centrées de parametre a. ; les
e ont des composantes | paires, les x ont des composantes impaires, I'ensemble formant un
réseau a maille centrée :

On montrerait de méme que le réseau réciproque d'un cristal cubique a maille centrée
(I) est un réseau cubique a faces centrées de parameétres 2a*, 2b*, 2¢* tel que tout noeud hkl
du réseau réciproque s'indexe dans la maille réciproque cubique simple :

H=ha* +kb* +1¢.*
avech+k+1=2n

X 3 L3 ¥
=R
b* aH
—X I ¥ ¥
D[ X X X
— 3 ¥ L3 X
3 > ¥ ¥
a N

7

Figure 4.4 : Réseau réciproque d'un réseau cubique de paramétre a maille centrée 1. Les o et
x ont la méme signification que la figure 4.3.

I1- METHODE DE RECHERCHE DES MODES DE RESEAU
1. Définition

Dans la partie précédente, nous avons montré 1'existence de 32 groupes de symétrie
compatibles avec la périodicité du milieu cristallin (réseau de translation) puisque les groupes

possédant des axes d'ordre 5 ou d'ordre supérieur a 6 ne sont pas répertoriés ; les bases
associées a ces groupes ont été aussi choisies de manicre a ce que les matrices représentatives



127

Srateu i % i iers, u u Srati u u
des opérateurs soient a coefficients entiers, de telle sorte que toute opération du groupe
génere a partir d'un nceud du réseau un autre nceud du réseau.

Ce choix de bases nous a permis de trouver 6 systémes cristallins, dont la maille

. . . . 2 4 6
¢lémentaire possede la symétrie maximale, respectivement 1, [ mm, Jomm, - imm et m3m

pour les réseaux de translation triclinique, monoclinique, orthorhombique, quadratique,
hexagonal et cubique.

Chacune de ces mailles est définie par un parallélipipéde possédant un noeud a chaque
sommet, c'est-a-dire de multiplicit¢ 1. On est donc amené a se poser les deux questions
suivantes :

e Existe-t-il d'autres réseaux de translation compatibles avec un ou plusieurs des 32
groupes d'orientation ?

e Existe-t-il des mailles multiples de symétrie donnée qui sont non réductibles sans
perdre les propriétés de symétrie du réseau ? En d'autres termes, est-il possible de
réduire une maille multiple en une maille de multiplicité plus faible en respectant les
propriétés de symétrie du milieu cristallin ? Si oui, on travaillera dans la maille
réduite, sinon la maille multiple générera un réseau de Bravais.

Nous allons donc rechercher toutes les mailles (simples ou multiples) de volume
minimum mais permettant de construire un réseau périodique possédant une symétrie donnée.
Tous les réseaux générés feront partie d'un ensemble que I'on appelle mode de réseau de
Bravais.

2. Méthode de recherche des modes de réseau de Bravais

Nous partirons des mailles définies dans le chapitre précédent que nous supposerons au
préalable multiples et nous chercherons un moyen de les réduire en maille simple de méme
symeétrie. Si cela est impossible, nous aurons alors trouvé un nouveau réseau de Bravais.

Si la maille est multiple, alors il existe un noeud a la translation t=xa+ yg +2¢ avec

7 r . r .
0 <x,y,z < 1. t ne peut donc pas se déduire d'un noeud placé au sommet de la maille par une
opération de symétrie du réseau puisque les matrices représentatrices sont a coefficients

. r r r hY . - . r
entiers. Par contre, tous les noeuds générés a partir de t par les matrices R représentant les
isométries du groupe doivent respecter les propriétés de symétrie du réseau.

Ainsi, si a est une isométrie du groupe de symétrie ponctuel du réseau, la périodicité du
réseau impose les deux conditions suivantes :

7 7 e A /4 [ \ .
e t - ot doit &tre un vecteur du réseau, c'est-a-dire :
— -
t t

- - - . 2
-ot =ua+vb+wc u,v,w entiers <

- - < 7 : ' 1
donc le vecteur t - n(t), ou n représente une rotation d'ordre n, appartient au plan
perpendiculaire a I'axe d'ordre n et doit étre un vecteur du réseau.



128

eIl reste donc a trouver la condition suivant l'axe de rotation d'ordre n que nous

supposerons pour simplifier suivant c :

comme t,=t+ n(?) + n? (?) + n@h (?) appartient a I'axe n

. - —
puisque n (t,) = t,

Il faut donc que 1, soit compatible avec le réseau, c'est-a-dire :

[{9S]

?n = kg, k entier
2
I11- CAS DU SYSTEME MONOCLINIQUE E

La base choisie est la suivante : b est le plus petit vecteur du réseau suivant l'axe 2, a et

- . , . . e . . - -
¢ sont les plus petits vecteurs du réseau plan perpendiculaire a b puisque le choix de a et ¢
dans le plan n'est pas imposé par la symétrie.

Soit { = x§+yg+zg, 0<xy,z<l1
100
CommeR,= 0 1 0 [ les composantes de =71 +2(7) sont :
00 1

HHRHEH

Ce vecteur doit étre un vecteur du réseau, il en résulte que 2y = entier ==>y =0 ou 7

Formons alors " - 2(?) dont les composantes sont :

x" x| [-x 2x
Y'U=[Y|-| Y= 0
z" z] |-z 2z
1
==>x et z peuvent prendre les valeurs 0 ou 7

Donc les seules valeurs possibles de x, y et z sont 0 ou 1/2.
Recherchons quels sont les réseaux associés a ces translations :

- 1 1. 1
lere possibilité : t = >a (ouz b ou~ cj.

La maille obtenue est contraire a 1'hypothése de départ puisque nous avons choisi
a (b E) comme les plus petits vecteurs.
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- n -
o atc
2¢eme possibilité : t= 3

. r r . . R o« . . — .
La maille trouvée posséderait toujours la symétrie monoclinique mais t aurait un
. , . N . - - . . N N
module inférieur a au moins un des vecteurs a et ¢, ce qui est contraire a notre hypothése de
départ.

L a+b c+b
3éme possibilité : t = aT ou CT (figure 4.5)

b

of

of
AN

- -
Nouvelle maille t , a

b,
Figure 4.5 : Nouvelle maille monoclinique.

On aurait alors un réseau a face C (ou A) centrée (figure 4.6) de multiplicité 2.

Figure 4.6 : Réseau monoclinique a face C centrée.

En effet, la maille simple obtenue batie sur ab.fa perdu la symétrie monoclinique (o'

= Bf? #7/2) ; il n'est donc pas possible de réduire la maille C(A) centrée en une maille simple
si I'on veut conserver tous les €léments de symétrie pour décrire notre cristal.
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4¢me possibilité : Prenons un réseau avec les deux faces A et C centrées :

L, b+¢ L a+b
t, = 2 , L= 2

. . y . . J4 2
alors, il existe nécessairement une nouvelle translation de réseau t; :

-> -
atc
2

- -
t

ty=1,+ ?2 =
Dong, si les faces A et C sont centrées, la troisieme (B) 1'est nécessairement. Comme a
et ¢ ont été choisis comme les plus petits vecteurs du plan (010), il ne peut exister un noeud

- >
atc . e
en|\= 5 |==> impossibilité ;

- -
atb+c

5eme possibilité : t=

NS fo 2

La maille multiple serait donc une maille a volume centré (mode de réseau I) ; cette
maille est équivalente a une maille a face centrée A pour le changement de repére suivant :

ol ol &)
I
ol ol )

+
ol

101
——> B=:A-1=|010
H H 001

Les composantes de  sont donc :

17
5 1 0
x] [Lo1), 1 1
yl=[010]|[3|=]2]|=]2
z] 1001 {
1 — —

| 5| L2d L2

La translation t est donc celle d'un mode de réseau A ;seul le choix de ¢ imposera le
mode [ ou A.

Ceci est évident géométriquement (figure 4.7).
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Figure 4.7 : Equivalence des modes I et A.

Conclusion : Les réseaux de Bravais existant dans le systéme monoclinique sont de deux
types :

e Primitif P de multiplicit¢ m =1
e Centré I ou face centrée A,C de multiplicité m =2

Remarque : La considération du miroir m appartenant a - n'apporte pas de conditions
_y . . . 1

restrictives supplémentaires (x,y,z prennent aussi les valeurs 0 et 5).

IV- SYSTEME ORTHORHOMBIQUE (MMM)

. .. . r - > .
La maille est choisie comme dans le chapitre précédent, a,b,c sont les plus petits
vecteurs contenus respectivement par les 3 axes binaires.

Pour chaque axe binaire, les conditions de translation seront donc :

1
x,y,Z=0ou )
> o
. atb . .. . . . s
Toute translation du type t = 5 définit un réseau a face centrée de symétrie

orthorhombique dont la maille simple batie sur T posséde la symétrie monoclinique comme
l'indique la figure 4.8.

ot

~
N
AN
v

\
\
\
7’
-

\

N
R Bt Rl e
|
1
1
|
O - - | ———M=N----}F--
1
|
1
|
®

N\
N\

~
N\

N\
\

\
N

Figure 4.8 : Maille simple (?,B,g), de symétrie monoclinique correspondant a une maille
orthorhombique a face C centrée
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> o

. + . o .
Conclusion : Tout changement de base de type aT est donc interdit puisque la maille

générée perdrait sa symétrie orthorhombique.
Dong, les réseaux orthorhombiques sont les suivants :

P,A,B,C,Fetl
de multiplicités respectives m=1,2,2,2, 4 et 2.

V- SYSTEME QUADRATIQUE

La base de départ est choisie orthogonale tel que ¢ soit le plus petit vecteur du réseau
appartenant a I'axe d'ordre 4 et que a = b soit le plus petit vecteur du plan (001).

La condition de symétrie supplémentaire est l'axe d'ordre 4 dont les matrices
représentatives sont :

01 0 100 010

1 00 10 I

0 01 0 1 1
4! 2 43

Calculons le vecteur t'= t + 41(?) + 2(?) + 43(?) dont les composantes sont :

HRHREHEHRH

On retrouve le fait que T appartient toujours a 4, les translations possibles sont donc z =

>

3
:4'

N | —

2

Bl—

0,

Cependant, comme I'axe 4 contient 2, ces translations suivant z doivent aussi étre

1
compatibles avec 2, les seuls valeurs de z possibles seront donc 0 et 7

Considérons maintenant t" =t - 41(?)

x" x| |y X-y
de composantes {y"] = [y} - {-X} = {y + X}
z" z z 0
1

o x-y=2n}__>
T y+x=2n" ou

xety=0et0

Les autres combinaisons t - 2(?) et { - 43(?) n'apportent pas de conditions plus
restrictives. Donc, on pourrait avoir les modes de réseaux suivants :
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Px=0=y=2)

(_l 1 _l)
Ix—2 y=532=5

11
F (2= 2 0)

Le mode C n'étant pas pris en compte puisque a et b sont les plus petits vecteurs du
réseau.

Remarque : Le mode F est équivalent au mode I si on avait choisi des vecteurs a' et b' tels
que :

- -
a'=a+b
- > >
b'=b-a
[pul [pul
|hd} |hd]
O O
(pul Pyl
|hd} |hd]
O O
(pul Pyl
|hd} |hd]
O O O O
(pul ivul ivul vyl Pyl
|hd} R4} R4} R4} |hd]

Figure 4.9 : Equivalence des modes I et F dans le systéme quadratique.

Conclusion : Les réseaux du systéme quadratique sont donc : P, I(F) de multiplicités
respectives m = 1,2 (4).

IV- RESEAUX COMPATIBLES AVEC UNE SYMETRIE D'ORDRE 3
1. Translations t possibles

e . ) N
Par référence au chapitre III, prenons comme base de départ une base hexagonale, c

étant contenu dans I'axe d'ordre 3, et a et b étant les plus petits vecteurs du réseau plan (0,0,1)
faisant entre eux un angle de y = 120°.

L'axe 3 contient les opérations 3°+1, 3!, 32 de matrices représentatives.

1 00 o0T1o0 110

010 110/l 100

0 01 00 1 00 1
30 31 32
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D'apres la relation 2 le vecteur :
t=1-31(7)

doit étre un vecteur du réseau ; les composantes de t' sont :

HRREIRES

X +y = entier }

donc : .
2y - x = entier
. . 2 1
La solution est soit : x=3ety=3
- 1.2
ouencore: x=y=0

Utilisons maintenant la relation 3. Le vecteur t" = { + 31(7{) + 32(?) doit étre un vecteur

r _>"
du réseau ; les composantes de t" sont :

Bl ek

) 1
Donc, 3z = entier ==>z = zouz= 0.

En conclusion, les translations t possibles sont donc :

13 ¥ 23 23
3 3 3 3 .
t, = %B) t,= %B t,= %B) t,= %B) ouenfin ts=| 0
1 2., 15 2., 0
| 3¢ | | 3¢ | | 3¢ ] [ 3¢ ]

Remarque : L'équation 1- 32(?) n'apporte pas de restrictions supplémentaires.

2. Reseau hexagonal (H)

Il correspond a 1= 0.

Le réseau compatible avec la symétrie d'ordre 3 est donc le réseau hexagonal simple
(m = 1) (solution triviale) représenté sur la figure 4.10.
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oV

120°

oy

Figure 4.10 : Réseau H

3. Réseau rhomboédrique

Considérons maintenant les quatre solutions possibles Tc)l, ?2, ?3 et ?4.

Remarquons tout d'abord que :

- - Z 2 8 25 B 25 > o >
t1+t4=§+§b+§+§a+§+§c= at+tb+c
— - > o >
t,+ t;= atb+c

- - — - .
t, et t, d'une part et t, et t; d'autre part correspondent donc a un vecteur nul modulant

. > o > ,
la translation a + b + ¢ du réseau donc :

1

-+ =)
= =)
N

v

(=)

+ty+
)+ +
. . , - . . , ry .
Donc, si t, existe dans le réseau, alors t, existe puisque le réseau est centrosymétrique ;
A -2 -2 hY . r r r r r e
de méme pour t, et t;. Il ne reste donc a considérer que les deux réseaux générés par t, et

N
par t,.
a. Cas de ?,

A partir du vecteur ?1 de composantes 1/3, 2/3, 1/3, 'axe d'ordre 3 va générer 2 autres
vecteurs €gaux 31(?1) et 32(?2). Ces trois vecteurs forment donc une maille élémentaire ZR, BR,
8[{ tels que ap = by = ci et ar = Bz = Y. La maille obtenue est appelée rhomboédrique et le

A b4 /4 3 . 3 xd -
réseau associé est le réseau rhomboédrique (réseau R). Les composantes de by et ¢ sont donc
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-1 - 2
i 3 3
01O 0
> 2 1
bp=3"(t): | 1 1 ¢ 3 17| 3
0 01 1 1
| 31 L3_
-1 -1
3 3
110
- — 2 1
=3t | 100 || 5]=]3
0 1 | |
31 L3_
Les nouveaux vecteurs de base seront donc :
S5 05 15 25 15
ag=1t, §a+§b+§c
- — 25 15 1
bR=31(t1)=-§a-§b+§c
N 15 15 15
cR—32(t1)=§a—§b+§c

La maille élémentaire est donc un rhomboédre dont les sommets sont définis dans la
S (121 5 (211 51 11 5 /(112
base hexagonale™ par : (0,0,0) ; ar (3,3, 3 )5 br (3: 335 €= |3 3-3) 5 8 T br | 3:3: 35
> S (1 22y 5 5212 5 5 5
bR + cR (_ga _§3 g) 5 CR + a'R (ga ga g) et aR + bR + CR (15 15 1)
On a donc gﬁ = ER + BR + gR.

La matrice A de passage H — R sera donc :

12 1]
33 3
2 1 1
Aw=| 3 3 3
111

3 3 3

1
de déterminant A = 3

La maille hexagonale dans ce cas est donc multiple d'ordre 3 de la maille simple
rhomboédrique appelée R.
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La figure 4.11 montre les relations entre les mailles hexagonales rhomboédriques.

/ / /
23
/ /
// -1/3 / /
/ /
AN T NN y
/(cR+cR) B _~——7 (aR+bR) /
/-1 {_ -13 /
/ -2/3 1/3 /
L/ 2/3 2/3 , /
o >
/ /
/ 1/3 13/
/ 13 ¢ A 23 )
/ 1/3 1/3 /
/ b /
213
/ /
/ 1/3 /
/
y > 23, y
o ____(aRteR) v

Figure 4.11 : Maille simple rhomboédrique et maille hexagonale multiple d'ordre 3 associée.

Exercice : Calculer la matrice Agy de passage du systéme rhomboédrique vers le systéme

hexagonal Agy; = Apr".

Donner les matrices correspondantes dans 1'espace réciproque.

b. Cas de ?2

Le lecteur vérifiera que I'on obtient une autre maille rhomboédrique de méme volume et

multiplicit¢é que celle batie sur T, et obtenue par inversion par rapport au point de
composantes (0,0,1/2) dans le systéme hexagonal. On l'appelle maille rhomboédrique inverse.

Conclusion : 1l existe donc deux types de réseaux possédant un axe d'ordre 3 :

. (o 6
* Le réseau H, hexagonal simple dont la symétrie est  -mm dont les groupes ponctuels

associés sont : groupes 3, 3, 32, 3m et 3m. Ce réseau simple ne comporte donc que
des neceuds sur les translations entiéres hexagonales.

e Deux réseaux rhomboédriques R (az = by = ci ; ag = Bz = yr). Dans ce cas, le réseau
R peut s'exprimer dans la maille triple hexagonale pour laquelle on trouvera des

N - — . .. . e
nceuds aux vecteurs t, 3'(t,), 3%(t,) et a leur combinaison linéaire ou aux vecteurs t

2 31(?2), 32(?2) et a leur combinaison linéaire.
VI1I- SYSTEME CUBIQUE ET SYSTEME HEXAGONAL

a. Systeme cubique
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En combinant les contraintes provenant des axes 3 suivant [111] et des axes 2(4)

suivant a, b et ¢, on pourrait montrer que les seuls modes de réseau sont P, I et F (figure
4.12).

Cubique P Cubique I Cubique F

Figure 4.12 : Systéme cubique mode de réseau P, I, F.

b. Systeme hexagonal

En ce qui concerne le systéeme hexagonal, les groupes possédant un axe d'ordre 6 ne
peuvent se décrire que dans le réseau hexagonal simple (P).
VII1- CONCLUSION

Il existe donc 14 réseaux de Bravais définis sur sept systémes cristallins :

systéme triclinique primitif (P)

systéme monoclinique primitif (P) et face centrée (A ou C)

systéme orthorhombique  primitif (P) et face centrée (A, B ou C)
volume centré (I) et faces centrées (F)

systéme quadratique primitif (P) et volume centré (I)
systéme hexagonal primitif (P encore appelé H)
systéme rhomboédrique  primitif (R)

systeme cubique primitif et volume centré (I)

ou faces centrées (F)
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